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Παράδοση: Παρασκευή 22 Νοε. 2024 

Να απαντήσετε σε όλες τις ερωτήσεις. 

ΛΥΣΕΙΣ 

Ερώτηση 1    

Α. Να επιλύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

(α) 2𝑥2 − 3𝑥 + 1 = 0 

(β) 𝑥2 − 8𝑥 + 16 = 0 

(γ) 𝑥2 − 3𝑥 = 0 

(δ) (4𝑥 − 5)(𝑥 + 2) = 0 

(ε) 𝑥2 − 2𝑥 + 3 = 0 

 

Β. Να υπολογίσετε την τιμή του 𝑥: 

 

 

(Μονάδες: 5) (Μονάδες: 5) 

 

Απάντηση 

Α. (α)    2𝑥2 − 3𝑥 + 1 = 0 

α = 2,   β = −3,   γ = 1  ⇒   Δ = β2 − 4αγ = (−3)2 − 4 ∙ 2 ∙ 1 = 9 − 8 = 1 > 0 

και άρα η εξίσωση έχει 2 πραγματικές και άνισες λύσεις, τις: 

𝑥1,2 =
−𝛽 ± √𝛥

2𝑎
=

−(−3) ± √1  

2 ∙ 2
=

3 ± 1

4
 

⇒  𝑥1 =
3 + 1

4
=

4

4
= 1,         𝑥2 =

3 − 1

4
=

2

4
=

1

2
. 
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(β)    𝑥2 − 8𝑥 + 16 = 0 

1ος τρόπος 

α = 1,   β = −8,   γ = 16  ⇒   Δ = β2 − 4αγ = (−8)2 − 4 ∙ 1 ∙ 16 = 64 − 64 = 0 

και άρα η εξίσωση έχει 2 πραγματικές και ίσες λύσεις, τις: 

𝑥1 = 𝑥2 =
−𝛽

2𝑎
=

−(−8)  

2 ∙ 1
=

8

2
= 4. 

2ος τρόπος 

𝑥2 − 8𝑥 + 16 = 0 ⇔  𝑥2 − 2 ∙ 4 ∙ 𝑥 + 42 = 0 ⇔  (𝑥 − 4)2 = 0 

⇔ 𝑥 = 4  (διπλή ρίζα). 

 

(γ)    𝑥2 − 3𝑥 = 0 

1ος τρόπος 

α = 1,   β = −3,   γ = 0  ⇒   Δ = β2 − 4αγ = (−3)2 − 4 ∙ 1 ∙ 0 = 9 > 0 

και άρα η εξίσωση έχει 2 πραγματικές και άνισες λύσεις, τις: 

𝑥1,2 =
−𝛽 ± √𝛥

2𝑎
=

−(−3) ± √9  

2 ∙ 1
=

3 ± 3

2
 

⇒  𝑥1 =
3 + 3

2
=

6

2
= 3,         𝑥2 =

3 − 3

2
=

0

2
= 0. 

2ος τρόπος 

𝑥2 − 3𝑥 = 0  ⇔   𝑥(𝑥 − 3) = 0  ⇔   𝑥 = 0, 𝑥 − 3 = 0 

⇔   𝑥 = 0, 𝑥 = 3. 

 

(δ)    (4𝑥 − 5)(𝑥 + 2) = 0 

1ος τρόπος 

(4𝑥 − 5)(𝑥 + 2) = 0  ⇔   4𝑥2 + 8𝑥 − 5𝑥 − 10 = 0  ⇔   4𝑥2 + 3𝑥 − 10 = 0 

α = 4,   β = 3,   γ = −10  ⇒   Δ = β2 − 4αγ = 32 − 4 ∙ 4 ∙ (−10) = 9 + 160 

= 169 > 0 

και άρα η εξίσωση έχει 2 πραγματικές και άνισες λύσεις, τις: 

𝑥1,2 =
−𝛽 ± √𝛥

2𝑎
=

−3 ± √169  

2 ∙ 4
=

−3 ± 13

8
 

⇒  𝑥1 =
−3 + 13

8
=

10

8
=

5

4
,         𝑥2 =

−3 − 13

8
=

−16

8
= −2. 

2ος τρόπος 

(4𝑥 − 5)(𝑥 + 2) = 0  ⇔   4𝑥 − 5 = 0, 𝑥 + 2 = 0 

⇔   4𝑥 = 5, 𝑥 = −2 

⇔   𝑥 =
5

4
, 𝑥 = −2. 
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(ε)    𝑥2 − 2𝑥 + 3 = 0 

α = 1,   β = −2,   γ = 3  ⇒   Δ = β2 − 4αγ = (−2)2 − 4 ∙ 1 ∙ 3 = 4 − 12 

= −8 < 0 

και άρα η εξίσωση δεν έχει πραγματικές λύσεις. 

 

Β. Εφαρμόζω το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο τρίγωνο: 

(𝛢𝛣)2 + (𝛢𝛤)2 = (𝛣𝛤)2 

⇒ (2𝑥 + 1)2 + (𝑥 + 1)2 = (3𝑥 + 2)2   

⇒ 4𝑥2 + 2 ∙ 2𝑥 ∙ 1 + 1 + 𝑥2 + 2𝑥 ∙ 1 + 1 = 9𝑥2 + 2 ∙ 3𝑥 ∙ 2 + 4 

⇒ 4𝑥2 + 4𝑥 + 1 + 𝑥2 + 2𝑥 + 1 = 9𝑥2 + 12𝑥 + 4 

⇒ 9𝑥2 + 12𝑥 + 4 = 5𝑥2 + 6𝑥 + 2 

⇒ 9𝑥2 − 5𝑥2 + 12𝑥 − 6𝑥 + 4 − 2 = 0 

⇒ 4𝑥2 + 6𝑥 + 2 = 0 

(διαιρώ με το 2) 

⇒ 2𝑥2 + 3𝑥 + 1 = 0 

 

Θα λύσουμε την πιο πάνω εξίσωση: 

α = 2,   β = 3,   γ = 1  ⇒   Δ = β2 − 4αγ = 32 − 4 ∙ 2 ∙ 1 = 9 − 8 = 1 > 0 

και άρα η εξίσωση έχει 2 πραγματικές και άνισες λύσεις, τις: 

𝑥1,2 =
−𝛽 ± √𝛥

2𝑎
=

−3 ± √1  

2 ∙ 2
=

−3 ± 1

4
 

⇒  𝑥1 =
−3 + 1

4
=

−2

4
= −

1

2
,         𝑥2 =

−3 − 1

4
=

−4

4
= −1. 

∎ 

Ερώτηση 2 

Να υπολογίσετε το μέτρο των 𝑥, 𝑦, 𝑧 και 𝑤 στα πιο κάτω σχήματα, με χρήση εξισώσεων, 

δικαιολογώντας τα επιχειρήματά σας: 

(Μονάδες: 3/3/3/6) 

(α) 

 

Απάντηση 

1500 + 𝑦 = 1800 (εντός και επί τα αυτά 

γωνίες) 

⇒ 𝒚 = 𝟏𝟖𝟎𝟎 − 𝟏𝟓𝟎𝟎 = 𝟑𝟎𝟎. 

𝒙 = 𝒚 = 𝟑𝟎𝟎 (κατά κορυφήν γωνίες) 

𝑧 + 𝑥 = 1800 (ευθεία) 

⇒ 𝒛 = 𝟏𝟖𝟎𝟎 − 𝒙 = 𝟏𝟖𝟎𝟎 − 𝟑𝟎𝟎 = 𝟏𝟓𝟎𝟎 
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Εναλλακτικά: 𝑧 = 1500 (εντός, εκτός και επί τα αυτά γωνίες)  

 

(β) 

 

Απάντηση 

𝑤 = 4𝑥 − 300 (εντός εναλλάξ γωνίες) 

𝒘 + 𝒙 = 𝟏𝟖𝟎𝟎 (εντός και επί τα αυτά 

γωνίες) 

⇒ 4𝑥 − 300 + 𝑥 = 1800 

⇒ 5𝑥 = 1800 + 300 ⇒ 5𝑥 = 2100 

⇒ 𝒙 =
𝟐𝟏𝟎𝟎

𝟓
= 𝟒𝟐𝟎. 

Άρα, 𝒘 = 𝟒𝒙 − 𝟑𝟎𝟎 = 𝟒 ∙ 𝟒𝟐𝟎 − 𝟑𝟎𝟎 = 𝟏𝟑𝟖𝟎. 

𝒚 = 𝒘 = 𝟏𝟑𝟖𝟎 (εντός, εκτός και επί τα αυτά γωνίες). 

𝒛 = 𝒙 = 𝟒𝟐𝟎 (κατά κορυφήν γωνίες). 

 

(γ) 

 

Απάντηση 

1340 + 𝑦 = 1800 (ευθεία) 

⇒ 𝒚 = 𝟏𝟖𝟎𝟎 − 𝟏𝟑𝟒𝟎 = 𝟒𝟔𝟎 

𝒚 + 𝒛 + 𝟕𝟐𝟎 = 𝟏𝟖𝟎𝟎 (άθροισμα 

γωνιών τριγώνου) 

⇒ 460 + 𝑧 + 720 = 1800  ⇒  𝒛 = 𝟏𝟖𝟎𝟎 − 𝟏𝟏𝟖𝟎 = 𝟔𝟐𝟎 

 

𝒙 = 𝒛 = 𝟔𝟐𝟎 (εντός εναλλάξ γωνίες) 

Εναλλακτικά:  𝑥 + 720 = 1340   ⇒   𝑥 = 1340 − 720 = 620 

 

(δ) 

 

Απάντηση 

𝑦 + 400 + 𝑦 = 1800 (εντός και επί 

τα αυτά γωνίες) 

⇒ 𝟐𝒚 = 𝟏𝟖𝟎𝟎 − 𝟒𝟎𝟎 

⇒ 2𝑦 = 1400   ⇒   𝒚 =
𝟏𝟒𝟎𝟎

𝟐
= 𝟕𝟎𝟎 

𝒛 = 𝒚 = 𝟕𝟎𝟎 (εντός εναλλάξ γωνίες) 

2𝑥 = 640 (εντός εναλλάξ γωνίες) ⇒ 𝒙 =
𝟔𝟒𝟎

𝟐
= 𝟑𝟐𝟎. 

 

𝑦 + 𝑚 + 640 = 1800 (ευθεία) ⇒ 700 + 𝑚 + 640 = 1800   ⇒   𝑚 = 460 

Άρα, 

𝑚 + 𝑤 + 𝑥 = 1800 (άθροισμα γωνιών τριγώνου)  

⇒ 460 + 𝑤 + 320 = 1800 ⇒ 𝒘 = 𝟏𝟎𝟐𝟎.     ∎ 

Εντός εναλλάξ: 

 
 
 
Εντός & επί τα 
αυτά: 

 

 

Εντός, εκτός & 
επί τα αυτά: 
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Ερώτηση 3 

Στο πιο κάτω σχήμα, δίνεται ότι 𝜀1 ∥ 𝜀2, το τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 είναι ισοσκελές ((𝛢𝛣) = (𝛢𝛤)), και 

το μέτρο της γωνίας 𝛥𝛣̂𝛢 είναι 25𝜊. Η προέκταση της 𝛣𝛢 τέμνει την ευθεία 𝜀1 στο σημείο 

𝛦. Να υπολογίσετε το μέτρο των γωνιών 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜁, 𝜂, 𝜃 και 𝜄. 

 

 

(Μονάδες: 10) 

 

Απάντηση 

𝛢𝛣̂𝛤 = 𝛢𝛤̂𝛣 (παρά τη βάση γωνίες ισοσκελούς τριγώνου)  ⇒   𝜷 = 𝟑𝟎𝟎 
 

𝛤̂ + 𝛽 + 𝛾 = 1800 (άθροισμα γωνιών τριγώνου) 

⇒   300 + 300 + 𝛾 = 1800   ⇒ 𝜸 = 𝟏𝟖𝟎𝟎 − 𝟔𝟎𝟎 = 𝟏𝟐𝟎𝟎 
 

𝜺 = 𝜸 = 𝟏𝟐𝟎𝟎 (κατά κορυφήν γωνίες) 

 

𝜻 = 𝜷 = 𝟑𝟎𝟎 (εντός εναλλάξ γωνίες) 
 

𝜄 + 𝜀 + 𝜁 = 1800 (άθροισμα γωνιών τριγώνου) 

⇒  𝜄 + 1200 + 300 = 1800   ⇒   𝜾 = 𝟑𝟎𝟎 

Εναλλακτικά: 𝜾 = 𝟑𝟎𝟎 (εντός εναλλάξ γωνίες) 

 
𝛾 + 𝛿 = 1800 (ευθεία) ⇒ 𝜹 = 𝟏𝟖𝟎𝟎 − 𝜸 = 𝟏𝟖𝟎𝟎 − 𝟏𝟐𝟎𝟎 = 𝟔𝟎𝟎. 
 
𝛿 + 𝜃 + 250 = 1800 (άθροισμα γωνιών τριγώνου) 

⇒  600 + 𝜃 + 250 = 1800   ⇒   𝜽 = 𝟗𝟓𝟎 

 

𝜂 + 𝜃 + 𝜄 = 1800 (ευθεία)  ⇒  𝜂 + 950 + 300 = 1800    ⇒  𝜼 = 𝟓𝟓𝟎 . 
Εναλλακτικά: 𝜼 = 𝜟𝜝̂𝜞 = 𝜷 + 𝟐𝟓𝟎 = 𝟑𝟎𝟎 + 𝟐𝟓𝟎 = 𝟓𝟓𝟎 (εντός εναλλάξ γωνίες). 

∎ 
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Ερώτηση 4 

 

Στο διπλανό σχήμα, 𝜀1 ∥ 𝜀2 ∥ 𝜀3 ∥ 𝜀4 και 

(𝛢𝛣) = 4 𝑐𝑚, (𝛣𝛥) = 18 𝑐𝑚, (𝛨𝛩) =

15 𝑐𝑚, (𝛦𝛧) = 6 𝑐𝑚. 

Να υπολογίσετε τα μήκη των τμημάτων 

𝛧𝛩, 𝛤𝛥 και 𝛧𝛨. 

(Μονάδες: 10) 

  

 

Απάντηση 

Από το Θεώρημα του Θαλή έχουμε: 

𝛢𝛣

𝛣𝛥
=

𝛦𝛧

𝛧𝛩
 ⇔  

4

18
=

6

𝛧𝛩
 ⇔  (𝜡𝜣) =

𝟔

𝟒
∙ 𝟏𝟖 = 𝟐𝟕 𝒄𝒎 

και 

𝛢𝛣

𝛦𝛧
=

𝛤𝛥

𝛨𝛩
 ⇔  

4

6
=

𝛤𝛥

15
  ⇔  (𝜞𝜟) =

𝟒

𝟔
∙ 𝟏𝟓 = 𝟏𝟎 𝒄𝒎. 

Επίσης, 

(𝜡𝜢) = (𝜡𝜣) − (𝜢𝜣) = 𝟐𝟕 − 𝟏𝟓 = 𝟏𝟐 𝒄𝒎. 

∎ 

 

Ερώτηση 5 

(α) Να υπολογίσετε την τιμή του 𝑥: 

𝑥 − 1

𝑥 − 2
 =  

𝑥 − 3

𝑥 + 2
     (𝑥 ≠ −2, 2) 

(Μονάδες: 4) 

(β) Στο διπλανό σχήμα, 𝛦𝛧 ∥ 𝛢𝛤 και 𝛦𝛥 ∥

𝛢𝛧. Να αποδείξετε ότι: 

(𝛣𝛧)2 = (𝛣𝛤)(𝛣𝛥). 

(Μονάδες: 6) 
 

 

Απάντηση 

(α) Έχουμε για 𝑥 ≠ −2, 2: 

𝑥 − 1

𝑥 − 2
 =  

𝑥 − 3

𝑥 + 2
 ⇔ (𝑥 − 1)(𝑥 + 2) = (𝑥 − 2)(𝑥 − 3) 

⇔ 𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥 − 2 = 𝑥2 − 3𝑥 − 2𝑥 + 6 

⇔ 𝑥 − 2 = −5𝑥 + 6 ⇔ 𝑥 + 5𝑥 = 6 + 2 ⇔ 6𝑥 = 8 ⇔ 𝒙 =
𝟖

𝟔
=

𝟒

𝟑
. 
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(β)  

𝛦𝛥 ∥ 𝛢𝛧 ⇒ (Θεώρημα Θαλή) 
𝛣𝛥

𝛣𝛧
=

𝛣𝛦

𝛣𝛢
 

𝛦𝛧 ∥ 𝛢𝛤 ⇒ (Θεώρημα Θαλή) 
𝛣𝛧

𝛣𝛤
=

𝛣𝛦

𝛣𝛢
 

Συνεπώς, 

𝛣𝛥

𝛣𝛧
=

𝛣𝛧

𝛣𝛤
  ⇒   (𝛣𝛥)(𝛣𝛤) = (𝛣𝛧)(𝛣𝛧) ⇒  (𝛣𝛧)2 = (𝛣𝛤)(𝛣𝛥) 

∎ 

 

Υπόμνημα: Το Θεώρημα του Θαλή1 

Θεώρημα 

Αν τρείς ή περισσότερες παράλληλες ευθείες τέμνουν δύο άλλες ευθείες, τότε τα 

αποκτόμενα τμήματα πάνω στη μια ευθεία είναι ανάλογα προς τα αντίστοιχα τμήματα που 

αποκόπτονται από την άλλη ευθεία (δες εικόνα 1). 

 

 

 

 

𝛢𝛣

𝛦𝛧
=

𝛣𝛤

𝛧𝛨
=

𝛤𝛥

𝛨𝛩
=

𝛢𝛤

𝛦𝛨
 

 

  

𝛴𝛢

𝛢𝛣
=

𝛴𝛤

𝛤𝛥
=

𝛴𝛣

𝛴𝛥
 

Εικόνα 1: Το Θεώρημα του Θαλή 

 
1 Το θεώρημα παραδοσιακά αποδίδεται στον Έλληνα μαθηματικό Θαλή. Η πρώτη γνωστή απόδειξη βρίσκεται 
στα Στοιχεία του Ευκλείδη (Πρόταση 17 Βιβλίο 11). Το θεώρημα είναι ισοδύναμο με αυτό περί των αναλογιών 
σε όμοια τρίγωνα. (πηγή: https://el.wikipedia.org/) 
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Αντίστροφο του Θεωρήματος του Θαλή: 

Αν δύο ευθείες (𝜆) και (𝜇) τέμνονται από δύο παράλληλες ευθείες (𝜀1) και (𝜀2) στα σημεία 

𝛢, 𝛣 και 𝛥, 𝛦 αντίστοιχα και 𝛤, 𝛧 είναι σημεία στα ευθύγραμμα τμήματα 𝛢𝛣 και 𝛥𝛦 

αντίστοιχα, τέτοια ώστε 
𝛢𝛤

𝛥𝛧
=

𝛣𝛤

𝛧𝛦
, τότε η ευθεία (𝜀3) στην οποία ανήκουν τα σημεία 𝛤 και 𝛧 

είναι παράλληλη προς τις ευθείες (𝜀1) και (𝜀2). 

 

Παράδειγμα 

Στο διπλανό σχήμα είναι 𝜀1 ∥ 𝜀2 ∥ 𝜀3 και οι ευθείες 𝛿 

και 𝜁 τέμνουν τις ευθείες 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3 στα σημεία 

𝛢, 𝛣, 𝛤, 𝛥, 𝛦 και 𝛧.  

Αν 𝛢𝛣 = 5 𝑐𝑚, 𝛣𝛤 = 15 𝑐𝑚 και 𝛦𝛧 = 12 𝑐𝑚, να 

υπολογίσετε το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος 

𝛥𝛦. 

 

Απάντηση                                   

Αφού 𝜀1 ∥ 𝜀2 ∥ 𝜀3, από το Θεώρημα του Θαλή έχουμε: 

𝛢𝛣

𝛥𝛦
=

𝛣𝛤

𝐸𝑍
 ⇔  

5

𝛥𝛦
=

15

12
⇔  15(𝛥𝛦) = 5 ∙ 12  

⇔  15 ∙ (𝛥𝛦) = 60 ⇔  
15 ∙ (𝛥𝛦)

15
=

60

15
 

⇔  (𝜟𝜠) = 𝟒 𝒄𝒎  


