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Οδηγίεσ: Να διαβάςετε προςεκτικά τισ εκφωνιςεισ των ερωτθμάτων και να απαντιςετε ςε όλεσ τισ 

ερωτιςεισ.  

 

1. (α) Να υπολογίςετε, με χριςθ του οριςμοφ του παραγώγου αρικμοφ, τον παράγωγο αρικμό 𝑓′ −1 , 

όπου 𝑓 𝑥 = 2𝑥 − 1. 

 

(β) Ζςτω 𝑓:ℝ → ℝ ςυνάρτθςθ τζτοια ώςτε θ 𝑓′′ υπάρχει. Βρείτε τθ δεύτερη παράγωγο τθσ 

ςυνάρτθςθσ ℎ 𝑥 = 𝑓 𝑥 ∙ 𝑒2𝑥 . 

 

(γ) Ζςτω 𝑓:ℝ → ℝ παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ για τθν οποία ιςχφει 

𝑓 𝑒𝑥 + 𝑓 𝜎𝜐𝜈𝑥 = 2𝑥 + 𝑒3𝑥 , ∀𝑥 ∈ ℝ. 

Να υπολογίςετε τον παράγωγο αρικμό 𝑓 ′ 1 . 

 

*Μ:4/4/4] 

Απάντηςη 

(α) Είναι 𝑓 −1 = 2 −1 − 1 = −3. Σώρα, 

lim
𝑥→−1

𝑓 𝑥 − 𝑓 −1 

𝑥 −  −1 
= lim

𝑥→−1

2𝑥 − 1 + 3

𝑥 + 1
= lim

𝑥→−1

2𝑥 + 2

𝑥 + 1
= 2 lim

𝑥→−1

𝑥 + 1

𝑥 + 1
= 2 

και άρα 

𝒇′ −𝟏 = 𝟐.  

(β) 

ℎ′ 𝑥 =  𝑓 𝑥 ∙ 𝑒2x ′ = 𝑓 ′ 𝑥 ∙ 𝑒2x + 𝑓 𝑥 ∙  𝑒2x ′ = 𝑓 ′ 𝑥 ∙ 𝑒2x + 𝑓 𝑥 ∙ 2𝑒2x  

= 𝑒2x ∙  𝑓 ′ 𝑥 + 2𝑓 𝑥   

και ξαναπαραγωγίηοντασ, 

ℎ′′ 𝑥 =  𝑒2x ∙  𝑓 ′ 𝑥 + 2𝑓 𝑥   
′

=  𝑒2x ′ ∙  𝑓 ′ 𝑥 + 2𝑓 𝑥  + 𝑒2x 𝑓 ′ 𝑥 + 2𝑓 𝑥  
′
 

= 2𝑒2x ∙  𝑓 ′ 𝑥 + 2𝑓 𝑥  + 𝑒2x 𝑓 ′ ′ 𝑥 + 2𝑓′ 𝑥   
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= 𝑒2𝑥 ∙  2𝑓 ′ 𝑥 + 4𝑓 𝑥 + 𝑓 ′′  𝑥 + 2𝑓 ′(𝑥)  

= 𝑒2𝑥 ∙  4𝑓 𝑥 + 4𝑓 ′ 𝑥 + 𝑓 ′′  𝑥  , 𝑥 ∈ ℝ. 

 

(γ) ∀𝑥 ∈ ℝ, 

𝑓 𝑒𝑥 + 𝑓 𝜎𝜐𝜈𝑥 = 2𝑥 + 𝑒3𝑥 ⇒ 𝑓 ′ 𝑒𝑥 ∙  𝑒𝑥 ′ + 𝑓 ′ 𝜎𝜐𝜈𝑥 ∙  𝜎𝜐𝜈𝑥 ′ = 2 + 3𝑒3𝑥  

⇒ 𝑓′ 𝑒𝑥 ∙ 𝑒𝑥 − 𝜂𝜇𝑥 ∙ 𝑓′ 𝜎𝜐𝜈𝑥 = 2 + 3𝑒3𝑥 

⇒ 𝑓′ 𝑒0 ∙ 𝑒0 − 𝜂𝜇0 ∙ 𝑓′ 𝜎𝜐𝜈0 = 2 + 3𝑒0 

⇒ 𝒇′ 𝟏 = 𝟐 + 𝟑 = 𝟓  

 

2. Ζςτω θ ςυνάρτθςθ 

𝑓 𝑥 =  
𝑥2 , 0 < 𝑥 ≤ 1

𝛼𝑥 + 𝛽, 1 < 𝑥 ≤ 2

  

όπου 𝛼 και 𝛽 ςτακερζσ. Να προςδιοριςτοφν οι τιμζσ των ςτακερών αυτών ζτςι ώςτε θ 𝑓 να είναι 

παραγωγίςιμθ (και) ςτο ςθμείο 𝑥0 = 1. 

*Μ:12] 

Απάντηςη 

Για να είναι παραγωγίςιμθ ςτο ςθμείο 𝑥0 = 1 πρζπει να είναι και ςυνεχισ ςτο ςθμείο αυτό. Ζτςι, τα 

όρια lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥  και lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥  κα πρζπει να υπάρχουν και να είναι ίςα με 𝑓 1 = 1. Είναι 

lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1−

𝑥2 = 12 = 1 

και 

lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1+

 𝛼𝑥 + 𝛽 = 𝛼 + 𝛽 

Ζτςι, πρζπει 𝛼 + 𝛽 = 1. Επιπλζον, ο οριςμόσ τθσ παραγώγου τθσ 𝑓 ςτο ςθμείο 𝑥 = 1 μασ λζει ότι το 

όριο lim𝑥→1
𝑓 𝑥 −𝑓 1 

𝑥−1
 κα πρζπει να υπάρχει, δθλ. ιςοδφναμα, να υπάρχουν τα πλευρικά όρια 

lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 −𝑓 1 

𝑥−1
 και lim

𝑥→1−

𝑓 𝑥 −𝑓 1 

𝑥−1
 και να είναι ίςα. Αλλά, 

 lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 − 𝑓 1 

𝑥 − 1
 = lim

𝑥→1−

𝑓 𝑥 − 𝑓 1 

𝑥 − 1
 

⟺ lim
𝑥→1+

𝛼𝑥 + 𝛽 − 1

𝑥 − 1
 = lim

𝑥→1−

𝑥2 − 1

𝑥 − 1
 

𝛽=1−𝛼
      lim

𝑥→1+

𝛼𝑥 + 1 − 𝑎 − 1

𝑥 − 1
 = lim

𝑥→1−

 𝑥 − 1  𝑥 + 1 

𝑥 − 1
 

⟺ lim
x→1+

𝛼 𝑥 − 1 

𝑥 − 1
 = lim

𝑥→1−
 𝑥 + 1  

⟺ 𝜶 = 𝟐    
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Σζλοσ, αντικακιςτώντασ το 𝛼 = 2 ςτθ ςχζςθ 𝛼 + 𝛽 = 1 παίρνουμε 𝜷 = −𝟏 . 

 

 
3. Να υπολογίςετε τθν παράγωγο ςυνάρτθςθ των πιο κάτω  ςυναρτιςεων χρθςιμοποιώντασ κανόνεσ 

παραγώγιςθσ (θ απάντθςθ να δοκεί ςτθν πιο απλι και παραγοντοποιθμζνθ μορφι): 

          *Μ:5/5/5/5] 

(α) 𝑓 𝑥 = −2𝑥3 + ln𝑥 − 3𝜎𝜐𝜈𝑥,    𝑥 > 0 

⇒ 𝑓 ′ 𝑥 = −6𝑥2 +
1

𝑥
+ 3𝜂𝜇𝑥 

(β) 
𝑓 𝑥 =

𝑥2 − 4𝑥

𝑥 − 2
,   𝑥 ≠ 2 

⇒ 𝑓 ′ 𝑥 

=
 𝑥2 − 4𝑥 ′ ∙  𝑥 − 2 −  𝑥2 − 4𝑥 ∙  𝑥 − 2 ′

 𝑥 − 2 2
 

 

=
 2𝑥 − 4 ∙  𝑥 − 2 −  𝑥2 − 4𝑥 ∙ 1

 𝑥 − 2 2
 

 

=
2𝑥2 − 4𝑥 − 4𝑥 + 8 − 𝑥2 + 4𝑥

 𝑥 − 2 2
 

 

=
𝑥2 − 4𝑥 + 8

 𝑥 − 2 2
 

(γ) 𝑓 𝑥 = ln2  𝑥2 + 1 3  

⇒ 𝑓 ′ 𝑥 = 2 ln  𝑥2 + 1 3 

∙  ln  𝑥2 + 1 3  ′  
 

= 2 ln  𝑥2 + 1 3 ∙
  𝑥2 + 1 3 ′

 𝑥2 + 1 3
 

 

= 2 ln  𝑥2 + 1 3 ∙
3 𝑥2 + 1 2 ∙  𝑥2 + 1 ′

 𝑥2 + 1 3
 

= ln  𝑥2 + 1 3 ∙
12𝑥 𝑥2 + 1 2

 𝑥2 + 1 3
 

 

=
12𝑥 ln  𝑥2 + 1 3 

𝑥2 + 1
=

36𝑥 ln 𝑥2 + 1 

𝑥2 + 1
 

 

(δ) 𝑓 𝑥 = 𝑒2𝑥𝜀𝜑𝑥 −
1

𝑥
 

 

⇒ 𝑓 ′ 𝑥 =  𝑒2𝑥 ′ ∙ 𝜀𝜑𝑥 + 𝑒2𝑥 ∙  𝜀𝜑𝑥 ′ +
1

𝑥2
 

= 2𝑒2𝑥 ∙ 𝜀𝜑𝑥 + 𝑒2𝑥 ∙ 𝜏𝜀𝜇2𝑥 +
1

𝑥2
 

 

4. (α) Αν 𝑦 𝑥 = 𝑒2𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥, να δείξετε ότι 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 5𝑦 = 0. 

(β) Να βρείτε τθν παράγωγο 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 τθσ ςυνάρτθςθσ 𝑦 = 𝑓 𝑥  θ οποία ορίηεται από τθν πιο κάτω 

(πεπλεγμζνθ) εξίςωςθ: 

𝑥2 ∙ 𝑒𝑦 − 4𝑦2 = 𝑥2 + 3. 

*Μ:8/7] 
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Απάντηςη 

(α) Η ςυνάρτθςθ y είναι παντοφ παραγωγίςιμθ (ωσ ςφνκεςθ τζτοιων) με 
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= e2𝑥 2𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥   𝜅𝛼𝜄  

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= e2𝑥 3𝜎𝜐𝜈𝑥 − 4𝜂𝜇𝑥  

΢υνεπώσ, 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 5𝑦 = e2𝑥 3𝜎𝜐𝜈𝑥 − 4𝜂𝜇𝑥 − 4e2𝑥 2𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥 + 5e2𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥 = 0. 

 

(β)  

𝑥2 ∙ 𝑒𝑦 − 4𝑦2 = 𝑥2 + 3 ⟺ 2𝑥𝑒𝑦 + 𝑥2 ∙ 𝑒𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 8𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 ⟺

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑥 1 − 𝑒𝑦 

𝑥𝑒𝑦 − 8𝑦
 

 

5. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ κάκετθσ τθσ καμπφλθσ 𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2 + 6 = 0 ςτο ςθμείο τθσ με τετμθμζνθ 

𝑥 = 1 και τεταγμζνθ 𝑦 > 0.  *Μ:15] 

Απάντηςη 

Αντικακιςτώντασ το ςθμείο 𝑥 = 1 ςτθν εξίςωςθ τθσ καμπφλθσ, λαμβάνουμε τθν εξίςωςθ 
𝑦2 − 𝑦 − 6 = 0  θ οποία ζχει λφςεισ τισ  𝑦 = 3,−2 και αφοφ ηθτάμε το ςθμείο με 𝑦 > 0, κρατάμε 
το 𝑦 = 3. Επίςθσ, βρίςκουμε 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦2 − 2𝑥𝑦

𝑥2 − 2𝑥𝑦
     𝑥 ≠ 0,2, 𝑦 ≠

𝑥

2
  

Άρα 

 𝑑𝑦

𝑑𝑥
 
 1,3 

= −
3

5
 

και ζτςι θ εξίςωςθ τθσ κακζτου ςτο  1,3  είναι θ 

𝒚 =
𝟓

𝟑
 𝒙 − 𝟏 + 𝟑.  

 

6. (α) Ζςτω 𝐶 θ καμπφλθ θ οποία ορίηεται από τισ παραμετρικζσ εξιςώςεισ 

 
𝑥 = 𝑥 𝑡 = 𝛼𝜎𝜐𝜈 𝑡 

𝑦 = 𝑦 𝑡 = 𝛽𝜂𝜇 𝑡 

 , 𝑡 ∈  0 ,  2𝜋  

όπου 𝛼, 𝛽 > 0. Να βρείτε τθν καρτεςιανι εξίςωςθ τθσ καμπφλθσ αυτισ. 

(β) Ζςτω θ καμπφλθ C θ οποία ορίηεται από το ακόλουκο ηεφγοσ παραμετρικών εξιςώςεων: 

𝐶:  
𝑥 𝑡 = 𝑡3 − 8𝑡

𝑦 𝑡 = 𝑡2

 , 𝑡 ∈ ℝ. 

Αν 𝛢 𝑥 1 , 𝑦 1  , να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ του γραφιματοσ τθσ καμπφλθσ ςτο 

ςθμείο αυτό. 

*Μ:10/15] 
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Απάντηςη 

(α)  Είναι 

 
x t = ασυν t 

y t = βημ t 

 ⇒

 
 
 

 
 

x t 

α
= συν t 

y t 

β
= ημ t 

  

Αλλά, αφοφ συν2 t + ημ2 t = 1, ζπεται ότι 

 
x t 

α
 

2

+  
y t 

β
 

2

= 1 

δθλ. 

 
x

α
 

2

+  
y

β
 

2

= 1      ή        
x2

α2
+

y2

β2
= 1 

*Η εξίςωςη είναι ςε πεπλεγμζνη μορφή+ 
 

(β)  Κατ' αρχάσ, είναι 𝛢 𝑥 1 , 𝑦 1  = 𝛢 −7,1 . Ζχουμε 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑡   𝜅𝛼𝜄  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 3𝑡2 − 8 

και αρα για 3𝑡2 − 8 ≠ 0, δθλ. για 𝑡 ≠ ± 
8

3
  είναι (από το γνωςτό μασ Θεώρθμα) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑥

𝑑𝑡

=
2𝑡

3𝑡2 − 8
 

Ζτςι, 

𝜆𝜀𝜑  𝛢 =  𝑑𝑦

𝑑𝑥
 
𝑡=−1

=
2 ∙ 1

3 ∙ 12 − 8
= −

2

5
 

και αρα θ εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ του γραφιματοσ τθσ καμπφλθσ ςτο ςθμείο 𝛢 7,1  είναι θ 

𝑦 − 1 = −
2

5
 𝑥 + 7 ,   𝛿𝜂𝜆. 𝜂 5𝑦 + 2𝑥 + 9 = 0 

*Διαφορετικά, παραγωγίηουμε τθν πιο πάνω πεπλεγμζνθ εξίςωςθ που δίνει τθν καμπφλθ+ 


