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Κεφάλαιο 10

Παράγωγος

10.1 Εισαγωγή στην παράγωγο

∆εν υπάρχουν ασκήσεις.

10.2 Παράγωγος συνάρτησης σε σηµείο της – Η παράγωγος ως
ϱυθµός µεταβολής

∆ραστηριότητες σελ. 76-77

΄Ασκηση 1

Να υπολογίσετε τον παράγωγο αριθµό της συνάρτησης f µε τύπο:

(α) f(x) = −2, στο σηµείο x0 = 4.

(β) f(x) = −3x+ 1, στο σηµείο x0 = −1.

(γ) f(x) = x2 − x+ 5, στο σηµείο x0 = 0.

(δ) f(x) = 1/x, στο σηµείο x0 = 1.

Λύση

(α) Κατ΄ αρχάς, x0 = 4 ∈ D(f). ΄Εχουµε

lim
x→4

f(x)− f(4)

x− 4
= lim

x→4

−2− (−2)

x− 4
= lim

x→4

0

x− 4
= 0

και αρα ο παράγωγος αριθµός της συνάρτησης f µε τύπο f(x) = −2, x ∈ R στο σηµείο x0 = 4
είναι ο f ′(4) = 0.

(β) Κατάρχάς, x0 = −1 ∈ D(f). ΄Εχουµε

lim
x→−1

f(x)− f(−1)

x− (−1)
= lim

x→−1

−3x+ 1− (−3 · (−1) + 1)

x+ 1
= lim

x→−1

−3(x+ 1)

x+ 1

= −3 lim
x→−1

x+ 1

x+ 1
= −3 · 1 = −3

1



10.2. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΕ ΣΗΜΕΙΟ ΤΗΣ – Η ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΩΣ ΡΥΘΜΟΣ
ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ

και αρα ο παράγωγος αριθµός της συνάρτησης f µε τύπο f(x) = −3x + 1, x ∈ R στο σηµείο
x0 = −1 είναι ο f ′(−1) = −3.

(γ) Κατ΄ αρχάς, x0 = 0 ∈ D(f). ΄Εχουµε

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

x2 − x+ 5− (02 − 0 + 5)

x
= lim

x→0

x2 − x

x

= lim
x→0

x(x− 1)

x
= lim

x→0
(x− 1) = −1

και αρα ο παράγωγος αριθµός της συνάρτησης f µε τύπο f(x) = x2 − x+ 5, x ∈ R στο σηµείο
x0 = 0 είναι ο f ′(0) = −1.

(δ) Κατ΄ αρχάς, x0 = 1 ∈ D(f). ΄Εχουµε

lim
x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1

1
x − 1

x
= lim

x→1

1− x

x(x− 1)

= − lim
x→1

x− 1

x(x− 1)
= − lim

x→1

1

x︸ ︷︷ ︸
=1

= −1

και αρα ο παράγωγος αριθµός της συνάρτησης f µε τύπο f(x) = 1/x, x ∈ R∗ στο σηµείο x0 = 1
είναι ο f ′(1) = −1.

΄Ασκηση 2

Να δείξετε ότι δεν υπάρχει η παράγωγος της συνάρτησης f µε τύπο f(x) = |x2 − 4| στο
σηµείο µε x0 = 2.

Λύση

Κατ΄ αρχάς, x0 = 2 ∈ D(f) = R. Η συνάρτηση είναι τµηµατική. Για να την γράψουµε ως
τµηµατική, κάνουµε τον πίνακα προσήµου της παράστασης x2 − 4 = (x− 2)(x+ 2). ΄Ετσι

f(x) = |x2 − 4| =


x2 − 4, (x ≤ −2) ∨ (x ≥ 2)

4− x2, −2 < x < 2

Για να υπάρχει το όριο lim
x→2

f(x)− f(2)

x− 2
πρέπει (και αρκεί) τα πλευρικά όρια

f
′
+(2) := lim

x→2+

f(x)− f(2)

x− 2
και f

′
−(2) := lim

x→2−

f(x)− f(2)

x− 2

να είναι πραγµατικοί αριθµοί και να είναι ίσα. ΄Εχουµε:

f
′
+(2) = lim

x→2+

f(x)− f(2)

x− 2
= lim

x→2+

x2 − 4− 0

x− 2
= lim

x→2+

(x− 2)(x+ 2)

x− 2

= lim
x→2+

(x+ 2) = 2 + 2 = 4
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και

f
′
−(2) = lim

x→2−

f(x)− f(2)

x− 2
= lim

x→2−

4− x2 − 0

x− 2

= − lim
x→2−

(x− 2)(x+ 2)

x− 2
= − lim

x→2+
(x+ 2) = −4

και αρα f
′
−(2) ̸= f

′
+(2). Συνεπώς, η f ′(2) δεν υπάρχει.

∆ίνεται η µορφή του γραφήµατος της f , αφού αυτό εξάγεται µε χρήση γνωστών σε µας γραφη-
µάτων:

−4 −2 2 4

2

4

6

8

10

12

x

y

f(x) = |x2 − 4|

΄Ασκηση 3

Να χαρακτηρίσετε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ κάθε µια από τις παρακάτω προτάσεις, δικαιολο-
γώντας τις απαντήσεις σας :

(α) ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο:

f(x) =

{
x+ 1, x < 0

x, x ≥ 0
.

Τότε, f ′(0) = 1.
ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(β) Αν δυο µεταβλητά µεγέθη x, y συνδέονται µε τη σχέση y = f(x), όπου f µια παρα-
γωγίσιµη συνάρτηση στο x0, τότε ονοµάζουµε ϱυθµό µεταβολής του y ως προς το x τον
παράγωγο αριθµό f ′(x0).

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(γ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x2+5x, x ∈ R. Τότε, ο στιγµιαίος ϱυθµός µεταβολής
της f ως προς x, όταν x = 1 ισούται µε 7.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(δ) Αν f ′(x0) < 0, τότε ο στιγµιαίος ϱυθµός µεταβολής της f ως προς το µέγεθος x είναι
ϑετικός όταν x = x0.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ
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Λύση

(β) ΛΑΘΟΣ. Είναι
lim

x→0+
f(x) = lim

x→0+
x = 0

και
lim

x→0−
f(x) = lim

x→0−
(x+ 1) = 0 + 1 = 1

και άρα η f δεν είναι συνεχής στο σηµείο x = 0, άρα ούτε και παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό.

−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

x

y

(β) ΣΩΣΤΟ αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0

(γ) ΣΩΣΤΟ. Πράγµατι,

lim
x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1

(x2 + 5x)− (12 − 5 · 1)
x− 1

= lim
x→1

x2 + 5x− 6

x− 1
= lim

x→1

(x− 1) · (x+ 6)

x− 1

= lim
x→1

(x+ 6) = 6 + 1 = 7

και αρα ο παράγωγος αριθµός της συνάρτησης f στο σηµείο x0 = 1 είναι ο f ′(1) = 7.

(δ) ΛΑΘΟΣ. Προφανές.

΄Ασκηση 4

Να υπολογίσετε τον παράγωγο αριθµό στο σηµείο x0 = 0 (αν υπάρχει) της συνάρτησης f
µε τύπο:

(α) f(x) =

{
x2 + x, x ≤ 0

x+ ηµx, x > 0
, (ϐ) f(x) =

{
x2 + x, x ≤ 0

x+ 1, x > 0
,

(γ) f(x) =

x, x ≤ 0

x2συν
(
1

x

)
, x > 0

.
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Λύση

(α) f(x) =

{
x2 + x, x ≤ 0

x+ ηµx, x > 0
.

Ελέγχουµε τη συνέχεια στο σηµείο x0 = 0 :
Είναι

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(x2 + x) = 02 + 0 = 0

και
lim

x→0+
f(x) = lim

x→0+
(x+ ηµx) = 0 + ηµ0 = 0 + 0 = 0

και άρα το όριο lim
x→0

f(x) υπάρχει και είναι ίσο µε 0. Επίσης f(0) = 02 + 0 = 0. ΄Αρα

lim
x→0

f(x) = 0 = f(0)

και συνεπώς η f είναι συνεχής στο x0 = 0.

Προχωράµε στον έλεγχο της παραγωγισιµότητας στο x0 = 0 :

lim
x→0−

f(x)−
=0︷︸︸︷
f(0)

x− 0
= lim

x→0−

x2 + x

x
= lim

x→0−

x(x+ 1)

x
= lim

x→0−
(x+ 1)

= 0 + 1 = 1

και

lim
x→0+

f(x)−
=0︷︸︸︷
f(0)

x− 0
= lim

x→0+

x+ ηµx
x

= lim
x→0+

(
1 +

ηµx
x

)
= 1 + lim

x→0−

ηµx
x

= 1 + 1 = 2

Εποµένως, η συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0 = 0.

(ϐ) f(x) =

{
x2 + x, x ≤ 0

x+ 1, x > 0
.

Ελέγχουµε τη συνέχεια στο σηµείο x0 = 0 :
Είναι

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(x2 + x) = 02 + 0 = 0

και
lim

x→0+
f(x) = lim

x→0+
(x+ 1) = 0 + 1 = 1

και άρα το όριο lim
x→0

f(x) δεν υπάρχει, άρα η f δεν είναι συνεχής στο σηµείο x0 = 0, πόσο

µάλλον παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό.
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(γ) f(x) =

x, x ≤ 0

x2συν
(
1

x

)
, x > 0

.

Ελέγχουµε τη συνέχεια στο σηµείο x0 = 0 :
Είναι

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x = 0

και

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x2συν
(
1

x

)
.

Για τον υπολογισµό του τελευταίου ορίου, χρησιµοποιούµε το κριτήριο της παρεµβολής
1
: για

x > 0,

−1 ≤ συν
(
1

x

)
≤ 1 ⇒ −x2 ≤ x2συν

(
1

x

)
≤ x2

και αφού
lim

x→0+
(−x2) = 0 = lim

x→0+
x2,

έχουµε ότι

lim
x→0+

x2συν
(
1

x

)
= 0.

΄Αρα το όριο lim
x→0

f(x) υπάρχει και είναι ίσο µε 0. Επίσης f(0) = 0. ΄Αρα

lim
x→0

f(x) = 0 = f(0)

και συνεπώς η f είναι συνεχής στο x0 = 0.

Προχωράµε στον έλεγχο της παραγωγισιµότητας στο x0 = 0 :

lim
x→0−

f(x)−
=0︷︸︸︷
f(0)

x− 0
= lim

x→0−

x

x
= 1 = 0 + 1 = 1

και

lim
x→0+

f(x)−
=0︷︸︸︷
f(0)

x− 0
= lim

x→0+

x2συν
(
1

x

)
x

= lim
x→0+

xσυν
(
1

x

)
το οποίο όριο είναι ίσο µε 0 (κάνοντας ξανά χρήση του κριτηρίου της παρεµβολής).
Εποµένως, η συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0 = 0.

1Κριτήριο της παρεµβολής
΄Εστω I ένα διάστηµα και x0 ∈ R τέτοιο ώστε κάθε ανοικτή περιοχή του x0 περιέχει ένα τουλάχιστον σηµείο του I,
διαφορετικό του x0. ΄Εστω επίσης συναρτήσεις f, g και h τέτοιες ώστε τα πεδία ορισµού τους να περιέχουν το I και
όχι κατ ανάγκην το x0. Τότε, αν για κάθε x ∈ I, x ̸= x0 ισχύει g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) και limx→x0 g(x) = L =
limx→x0 h(x), τότε ϑα είναι και limx→x0 f(x) = L.

6
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΄Ασκηση 5

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο:

f(x) =

−x2 + a, x < 2
β

x
, x ≥ 2

.

Να υπολογίσετε τις τιµές των a, β ∈ R για τις οποίες η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη
στο x0 = 2.

Λύση

Για να είναι η συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο x0 = 2 πρέπει πρώτα να είναι συνεχής στο σηµείο
αυτό. ∆ηλαδή πρέπει το όριο lim

x→2
f(x) να υπάρχει και να είναι ίσο µε f(2) = β/2. ΄Εχουµε:

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

(a− x2) = a− 4

και
lim

x→2+
f(x) = lim

x→2+

β

x
=

β

2

΄Αρα,

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2+

f(x) ⇔ a− 4 =
β

2
,

δηλαδή το όριο lim
x→2

f(x) υπάρχει αν και µόνο αν ισχύει η πιο πάνω.

∆εν χρειάζεται να γράψουµε lim
x→2

f(x) = f(2) διότι η σχέση αυτή δε ϑα µας δώσει κάποια και-
νούργια συνθήκη.

Τώρα,

lim
x→2−

f(x)− f(2)

x− 2
= lim

x→2−

a− x2 − β
2

x− 2

β
2
=a−4
= lim

x→2−

4− x2

x− 2

= lim
x→2−

−(x− 2)(x+ 2)

x− 2
= − lim

x→2−
(x+ 2) = −(2 + 2) = −4

και

lim
x→2+

f(x)− f(2)

x− 2
= lim

x→2+

β

x
− β

2
x− 2

= β lim
x→2+

1

x
− 1

2
x− 2

= β lim
x→2+

2− x

2x(x− 2)
= −β

2
lim

x→2+

x− 2

x(x− 2)

= −β

2
lim

x→2+

1

x
= −β

2
· 1
2

= −β

4
.

΄Αρα,

lim
x→2−

f(x)− f(2)

x− 2
= lim

x→2+

f(x)− f(2)

x− 2
⇔ −4 = −β

4
⇔ β = 16 .

7



10.2. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΕ ΣΗΜΕΙΟ ΤΗΣ – Η ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΩΣ ΡΥΘΜΟΣ
ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ

Αντικαθιστούµε την τιµή β = 16 στην a− 4 =
β

2
και ϐρίσκουµε a = 12 .

΄Ασκηση 6

Η ϑέση S ενός υλικού σηµείου που εκτελεί ευθύγραµµη οµαλή κίνηση εκφράζεται από
τη συνάρτηση x(t) = t2 − 4t, όπου ο χρόνος t µετριέται σε δευτερόλεπτα.

(α) Να ϐρείτε τη µέση ταχύτητα του υλικού σηµείου στο χρονικό διάστηµα [0, 2].

(β) Πόση είναι η στιγµιαία ταχύτητα του υλικού σηµείου όταν t = 2 sec;

Λύση

(α) Η µέση ταχύτητα του υλικού σηµείου στο χρονικό διάστηµα [0, 2] είναι

u =
x(2)− x(0)

2− 0
=

−4− 0

2
= −2m/sec.

(β) ΄Εχουµε

lim
t→2

x(t)− x(2)

t− 2
= lim

t→2

(t2 − 4t)− (22 − 4 · 2)
t− 2

= lim
t→2

t2 − 4t+ 4

t− 2

= lim
t→2

(t− 2)(t+ 2)

t− 2
= lim

t→2
(t+ 2) = 2 + 2 = 4

και αρα η στιγµιαία ταχύτητα x′(2) = u(2) του υλικού σηµείου στο σηµείο t = 2 sec είναι
0m/sec.

−4 −2 2 4 6 8

10

20

30

40

t

x

x(t) = t2 − 4t = (t− 2)2 − 4

΄Ασκηση 7

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο:

f(x) =


x3 − 4x

x− 2
, x < 2

−x2 + k, x ≥ 2

Να ϐρείτε το στιγµιαίο ϱυθµό µεταβολής της f στο x0 = 4.

8
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Λύση

Είναι D(f) = R. Το x0 = 4 ανήκει στο εσωτερικό του διαστήµατος [2,+∞). Επίσης, f(x0) =
f(4) = −42 + k = k − 16. Τώρα,

lim
x→4

f(x)− f(4)

x− 4
= lim

x→4

(−x2 + k)− (−42 + k)

x− 2
= lim

x→4

−x2 + k + 16− k

x− 4

= − lim
x→4

x2 − 16

x− 4
= − lim

x→4

(x+ 4)(x− 4)

x− 4

= − lim
x→4

(x+ 4) = −8

και αρα ο παράγωγος αριθµός f ′(4) είναι ίσος µε -8.

΄Ασκηση 8

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο: f(x) = 2
√
x, x ≥ 0. Αν ο στιγµιαίος ϱυθµός µεταβολής

της f στο σηµείο x0 είναι διπλάσιος από το στιγµιαίο ϱυθµό µεταβολής της f στο σηµείο
4, να ϐρείτε την τιµή του x0.

Λύση

• ΄Εστω x0 > 0 σταθεροποιηµένο. Τότε

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0

2
√
x− 2

√
x0

x− x0
= 2 lim

x→x0

√
x−√

x0
x− x0

(το οποίο όριο αποτελεί Α.Μ. τύπου 0/0 και αίρουµε την ανωµαλία)

= 2 lim
x→x0

√
x−√

x0
(
√
x−√

x0)(
√
x+

√
x0)

= 2 lim
x→x0

1√
x+

√
x0

= 2 · 1
√
x0 +

√
x0

=
2

2
√
x0

=
1

√
x0

=

√
x0
x0

΄Ετσι,

f ′(x0) =

√
x0
x0

.

Συνεπώς, (ή ακολουθώντας τά ίδια ϐήµατα µε πρίν για x0 = 4)

f ′(4) =
1

2
.

Από υπόθεση, αν για ένα σηµείο x0 > 0 ισχύει ότι ο στιγµιαίος ϱυθµός µεταβολής της συνάρ-
τησης f στο σηµείο αυτό είναι διπλάσιος από το στιγµιαίο ϱυθµό µεταβολής της συνάρτησης f
στο σηµείο x0 = 4, δηλ. f ′(x0) = 2 · 1

2 = 1,
√
x0 = 1, δηλ. x0 = 1.

• Η f ′
+(0) δεν υπάρχει :

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

√
x

x
= lim

x→0+

1√
x
= +∞

9



10.2. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΕ ΣΗΜΕΙΟ ΤΗΣ – Η ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΩΣ ΡΥΘΜΟΣ
ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ

΄Αρα τελικά, x0 = 1.

΄Ασκηση 9

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = 2x+ |x|.

(α) Να εξετάσετε κατα πόσο η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 = 0.

(β) Να εξετάσετε κατα πόσο η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0 = 0.

(γ) Ποιό συµπέρασµα προκύπτει από τα (α) και (β);

Λύση

(α) Είναι

f(x) = 2x+ |x| =


2x+ x, x ≥ 0

2x− x, x < 0

=


3x, x ≥ 0

x, x < 0

΄Εχουµε
lim

x→0−
f(x) = lim

x→0−
x = 0 = lim

x→0+
(3x) = lim

x→0+
f(x).

Αρα το lim
x→0

f(x) υπάρχει και είναι ίσο µε 0. Αλλά, f(0) = 0 και έτσι

lim
x→0

f(x) = f(0).

Συνεπώς η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x = 0.

(β) Ελέγχουµε αν υπάρχει ο παράγωγος αριθµός της f στο x = 0. Είναι

f ′
−(0) = lim

x→0−

f(x)−
0︷︸︸︷

f(0)

x− 0
= lim

x→0−

x

x
= 1

και

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x)−
0︷︸︸︷

f(0)

x− 0
= lim

x→0+

3x

x
= 3

και αρα αφού f ′
−(0) ̸= f ′

+(0), έπεται ότι ο παράγωγος αριθµός f ′(0) της f στο x = 0 δεν
υπάρχει.

(γ) Τα προηγούµενα ερωτήµατα µας λένε ότι µια συνάρτηση η οποία είναι συνεχής σε ένα σηµείο
του πεδίου ορισµού της δεν ειναι κατανάγκην και παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό.

−8 −6 −4 −2 2 4 6

−5

5

10

15

20

x

y

f(x) = 2x+ |x|
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ

΄Ασκηση 10

Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ R, να αποδείξετε ότι :

lim
x→x0

xf(x0)− x0f(x)

x− x0
= f(x0)− x0 · f ′(x0).

Λύση

Κατ΄ αρχάς, αφού η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0, έπεται ότι το όριο

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
υπάρχει και είναι πραγµατικός αριθµός. Τώρα,

lim
x→x0

xf(x0)− x0f(x)

x− x0
= lim

x→x0

xf(x0)− x0f(x0)− x0f(x) + x0f(x0)

x− x0

= lim
x→x0

(
xf(x0)− x0f(x0)

x− x0
+

x0f(x0)− x0f(x)

x− x0

)

Αλλά
lim
x→x0

x0f(x0)− x0f(x)

x− x0
= −x0 lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= −x0 · f ′(x0).

Επίσης,

lim
x→x0

xf(x0)− x0f(x0)

x− x0
= f(x0) · lim

x→x0

x− x0
x− x0︸ ︷︷ ︸
=1

= f(x0).

Κατα συνέπεια, το lim
x→x0

xf(x0)− x0f(x)

x− x0
υπάρχει και είναι ίσο µε (τον αριθµό)

f(x0)− x0 · f ′(x0).

11



10.3. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ

10.3 Παράγωγος συνάρτηση

∆ραστηριότητες σελ. 80

΄Ασκηση 1

(α) Να ϐρείτε την παράγωγο συνάρτηση της συνάρτησης f µε τύπο f(x) = 3x2−5, x ∈ R.

(β) Να ϐρείτε τη δεύτερη παράγωγο συνάρτηση της συνάρτησης f του προηγούµενου
ερωτήµατος.

Λύση

(α) ΄Εστω x ∈ R σταθεροποιηµένο. ΄Εχουµε

lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

3(x+∆x)2 − 5− (3x2 − 5)

∆x

= lim
∆x→0

3(x2 + 2x∆x+ x2)− 5− 3x2 + 5

∆x

= lim
∆x→0

3x2 + 6x∆x+ 3x2 − 3x2

∆x

= lim
∆x→0

6x∆x

∆x
= lim

∆x→0
6x

= 6x.

Συνεπώς,
f ′(x) = 6x, ∀x ∈ R.

(β) ΄Εστω x ∈ R σταθεροποιηµένο. ΄Εχουµε

lim
∆x→0

f ′(x+∆x)− f ′(x)

∆x
= lim

∆x→0

6(x+∆x)− 6x

∆x

= lim
∆x→0

6x+ 6∆x− 6x

∆x

= lim
∆x→0

6∆x

∆x
= 6

και άρα
(f ′)′(x) = f ′′(x) = 6, ∀x ∈ R.

΄Ασκηση 2

(α) Να ϐρείτε την παράγωγο συνάρτηση της συνάρτησης f µε τύπο f(x) = 2
x , x ∈ R−{0}.

(β) Να ϐρείτε τη δεύτερη παράγωγο συνάρτηση της συνάρτησης f του προηγούµενου
ερωτήµατος.

12
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Λύση

(α) ΄Εστω x ̸= 0 σταθεροποιηµένο. ΄Εχουµε

lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

2
x+∆x − 2

x

∆x
= lim

∆x→0

2x−2(x+∆x)
x·(x+∆x)

∆x

= lim
∆x→0

−2∆x

x · (x+∆x) ·∆x
= −2 lim

∆x→0

1

x · (x+∆x)

= −2 · 1

x · (x+ 0)
= − 2

x2

΄Ετσι, αφού το πιο πάνω όριο υπάρχει (και είναι ίσο µε −2/x2) για κάθε x ̸= 0, έπεται ότι η f
είναι παντού παραγωγίσιµη στο π.ο. της µε

f ′(x) = − 2

x2
, (x ∈ R− {0}).

(β) ΄Εστω x ̸= 0 σταθεροποιηµένο. ΄Εχουµε

lim
∆x→0

f ′(x+∆x)− f ′(x)

∆x
= lim

∆x→0

− 2
(x+∆x)2

+ 2
x2

∆x
= −2 lim

∆x→0

x2−(x+∆x)2

x2·(x+∆x)2

∆x

= −2 lim
∆x→0

x2 − (x+∆x)2

x2 ·∆x · (∆x+ h)2

= −2 lim
∆x→0

(x− (x+∆x)) · (x+ (x+∆x))

x2 ·∆x · (x+∆x)2

= 2 lim
∆x→0

∆x · (2x+∆x)

x2 ·∆x · (x+∆x)2
= 2 lim

∆x→0

2x+∆x

x2 · (x+∆x)2

= 2
2x+ 0

x2 · (x+ 0)2
=

4

x3
.

΄Ετσι, αφού το πιο πάνω όριο υπάρχει (και είναι ίσο µε 4/x3) για κάθε x ̸= 0, έπεται ότι η f ′

είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

(f ′(x))′ =
4

x3
(x ∈ R− {0}),

δηλ.

f ′′(x) =
4

x3
(x ∈ R− {0}).

΄Ασκηση 3

Να ϐρείτε, όπου ορίζεται, την παράγωγο συνάρτηση της συνάρτησης f µε τύπο:

f(x) = x3, x ∈ [−1, 3).
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10.3. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ

Λύση

Ελέγχω την παραγωγισιµότητα στο εσωτερικό του διαστήµατος [−1, 3) :

΄Εστω x ∈ (−1, 3) σταθεροποιηµένο. Τότε,

lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

(x+∆x)3 − x3

∆x

= lim
∆x→0

(x3 + 3x2∆x+ 3x(∆x)2 + (∆x)3)− x3

∆x

= lim
∆x→0

3x2∆x+ 3x(∆x)2 + (∆x)3

∆x

= lim
∆x→0

∆x · (3x2 + 3x∆x+ (∆x)2)

∆x

= lim
∆x→0

(3x2 + 3x∆x+ (∆x)2)

= 3x2 + 3x · 0x+ 02 = 3x2.

΄Ετσι, αφού το πιο πάνω όριο υπάρχει (και είναι ίσο µε 3x2) για κάθε x ∈ (−1, 3) έπεται ότι η f
είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα αυτό µε

f ′(x) = 3x2.

Ελέγχω την παραγωγισιµότητα στο άκρο x = −1 του διαστήµατος [−1, 3) :

lim
x→−1+

f(x)− f(−1)

x− (−1)
= lim

x→−1+

x3 + 1

x+ 1

= lim
x→−1+

(x+ 1)(x2 − x+ 1)

x+ 1

= lim
x→−1+

(x2 − x+ 1) = (−1)2 − (−1) + 1 = 3

και άρα f ′(−1) = 3 = 3 · 12. ΄Ετσι, η f είναι παντού παραγωγίσιµη στο [−1, 3) µε

f ′(x) = 3x2.

14



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ

10.4 Παράγωγος ϐασικών συναρτήσεων – Κανόνες παραγώγισης

∆ραστηριότητες σελ. 89-90

΄Ασκηση 1

Να χαρακτηρίσετε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ κάθε µια από τις παρακάτω προτάσεις :

(α) Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο x0 ∈ R, τότε η συνάρτηση f · g είναι
παραγωγίσιµη στο x0 και ισχύει

(f · g)′(x0) = f ′(x0) · g′(x0).

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(β) Η παράγωγος της συνάρτησης f µε τύπο f(x) = x2 + t2, x ∈ R είναι η

f ′(x) = 2x+ 2t.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(γ) Η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = x
√
x, x ≥ 0 είναι παραγωγίσιµη στο [0,+∞).

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(δ) Αν οι συναρτήσεις f και g δεν είναι παραγωγίσιµες στο x0 ∈ R, τότε η f + g δεν είναι
παραγωγίσιµη στο x0.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(ε) Η παράγωγος της συνάρτησης f µε τύπο f(x) = 3ex, x ∈ R στο σηµείο x0 = ln 2
ισούται µε 2.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

Λύση

(α) ΛΑΘΟΣ ∆ίνουµε ενα αντιπαράδειγµα: ΄Εστω f(x) = 1, ∀x ∈ R και g(x) = x, ∀x ∈ R. Οι f
και g είναι παραγωγίσιµες στο x0 = 1 µε f ′(1) = 0 και g′(0) = 1, όµως (f · g)(x) = x, ∀x ∈ R
και αρα (f · g)(1) = 1 ενω f ′(1) · g′(1) = 0.

(β) ΛΑΘΟΣ Είναι f ′(x) = 2x, ∀x ∈ R (η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι η x)

(γ) ΣΩΣΤΟ Είναι παραγωγίσιµη στο (0,+∞) (δες Θεωρία). Στο σηµείο x = 0 έχουµε ότι

lim
x→0+

x
√
x

x
= lim

x→0+

√
x = 0

΄Αρα η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη στο [0,+∞)

(δ) ΛΑΘΟΣ Οι f και g µε τύπους

f(x) =


−1, αν x ≤ 0

1, αν x > 0

και g(x) =


1, αν x ≤ 0

−1, αν x > 0

έχουν αµφότερες (ένα µόνο) σηµείο ασυνέχειας, στο x = 0, άρα δεν είναι παραγωγίσιµες στο
σηµείο αυτό. Αλλά η συνάρτηση f · g είναι η σταθερή συνάρτηση =1 η οποία είναι παντού
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10.4. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΒΑΣΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ – ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ

παραγωγίσιµη.

(ε) ΛΑΘΟΣ Είναι ∀x ∈ R, f ′(x) = 3ex και αρα

f ′(ln 2) = 3eln 2 = 3 · 2 = 6.

΄Ασκηση 2

Να ϐρείτε την παράγωγο συνάρτηση των πιο κάτω συναρτήσεων:

(α) f(x) = 9, x ∈ R (β) f(x) = x7, x ∈ R

(γ) f(x) = e8, x ∈ R (δ) f(x) =
1

x4
, x ∈ R− {0}

(ε) f(x) = 5x, x ∈ R (στ) f(x) = −3ex, x ∈ R

(ζ) f(x) =
7

5x
, x ∈ R− {0} (η) f(x) =

3
4
√
x3

5
, x ∈ (0,+∞)

(θ) f(x) = 4x2 − 6x+ 7, x ∈ R (ι) f(x) = 2x3 +
8

x
−
√
5, x ∈ R− {0}

(ια) f(x) = ex +
1

x2
, x ∈ R− {0} (ιβ) f(x) = (x+ 3)(4− 2x3), x ∈ R

(ιγ) f(x) =
x5

e−x
, x ∈ R (ιδ) f(x) = ex(2ex − 3), x ∈ R

(ιε) f(x) =
1− 2x

x2 + 1
, x ∈ R (ιστ) f(x) =

(x+ 4)2

x+ 3
, x ∈ R− {−3}

Λύση

Θα χρησιµοποιήσουµε τους κανόνες παραγώγισης

(α) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού (σταθερή συνάρτηση) της µε

f ′(x) = (9)′ = 0, ∀x ∈ R.

(β) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) = (x7)′ = 7x6, x ∈ R.

(γ) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της (σταθερή συνάρτηση) µε

f ′(x) = (e8)′ = 0, x ∈ R.

(δ) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) =

(
1

x4

)′
= (x−4)′ = −4x−5 = − 4

x5
, x ∈ R− {0}.

(ε) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) = (5x)′ = 5x ln 5, x ∈ R.
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(στ) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) = (−3ex)′ = −3(ex)′ = −3ex, x ∈ R.

(ζ) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) =

(
7

5x

)′
=

7

5

(
1

x

)′
= − 7

5x2
, x ∈ R− {0}.

(η) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) =

(
3

4
√
x3

5

)′

=
3

5
(x3/4)′ =

3

5
· 3
4
x−1/4 =

9

20x1/4
=

9

20 4
√
x
, x ∈ (0,+∞).

(θ) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) = (4x2 − 6x+ 7)′ = 8x− 6 = 2(4x− 3), ∀x ∈ R.

(ι) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού. της µε

f ′(x) =

(
2x3 +

8

x
−
√
5

)′
= 6x2 − 8

x2
∀x ∈ R− {0}.

(ια) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) =

(
ex +

1

x2

)′
= ex − 2

x3
∀x ∈ R− {0}.

(ιβ) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) = f ′(x) = ((x+ 3)(4− 2x3))′

= (x+ 3)′(4− 2x3) + (x+ 3)(4− 2x3)′

= 1 · (4− 2x3)− (x+ 3) · (6x2)
= 4− 2x3 − 6x3 − 18x2

= 4− 8x3 − 18x2, x ∈ R.

(ιγ) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) =

(
x5

e−x

)′
= (x5 · ex)′ = (x5)′ · ex + x5 · (ex)′

= 5x4ex + x5ex = x4ex · (5 + x) ∀x ∈ R.

(κανόνας παραγώγισης γινοµένου συναρτήσεων).
(ιδ) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) = (ex(2ex − 3))′ = (ex)′(2ex − 3) + ex(2ex − 3)′

= ex(2ex − 3) + ex · 2ex = ex(2ex − 3 + 2ex)

= ex(4ex − 3) ∀x ∈ R
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(κανόνας παραγώγισης γινοµένου συναρτήσεων).
(ιε) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) =

(
1− 2x

x2 + 1

)′
=

(1− 2x)′(x2 + 1)− (1− 2x)(x2 + 1)′

(x2 + 1)2

=
−2(x2 + 1)− (1− 2x)2x

(x2 + 1)2
= 2

−x2 − 1− x+ 2x2

(x2 + 1)2

= 2
x2 − x− 1

(x2 + 1)2
∀x ∈ R

(κανόνας παραγώγισης πηλίκου συναρτήσεων).
(ιστ) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε (δουλεύουµε όπως
στο προηγούµενο ερώτηµα)

f ′(x) =

(
(x+ 4)2

x+ 3

)′
=

(
x2 + 8x+ 16

x+ 3

)′
=

(x+ 4) · (x+ 2)

(x+ 3)2
∀x ∈ R− {−3}.

(κανόνας παραγώγισης πηλίκου συναρτήσεων)

΄Ασκηση 3

΄Εστω η συνάρτηση f : R → R µε τύπο f(x) = αx3 + βx2 + γx+ δ µε α, β, γ, δ ∈ R.

(α) Να προσδιορίσετε τις συναρτήσεις f ′, f ′′ και f ′′′.

(β) Να ϐρείτε τη συνάρτηση f έτσι ώστε να είναι f(1) = f ′(1) = f ′′(1) = f ′′′(1) = 2.

Λύση

Για οποιεσδήποτε τιµές των α, β, γ, δ ∈ R, η f είναι παραγωγίσιµη (ως πολυωνυµική)
(α) ΄Εχουµε

f(x) = αx3 + βx2 + γx+ δ, ∀x ∈ R
⇒ f ′(x) = 3αx2 + 2βx+ γ, ∀x ∈ R
⇒ f ′′(x) = 6αx+ 2β, ∀x ∈ R
⇒ f ′′′(x) = 6α, ∀x ∈ R

(β) ΄Εχουµε

f ′′′(1) = 2 ⇒ 6α = 2 ⇒ α =
1

3
και αρα

f ′′(1) = 2 ⇒ 6α+ 2β = 2 ⇒ 2 + 2β = 2 ⇒ β = 0

και αρα

f ′(1) = 2 ⇒ 3α+ 2β + γ = 2 ⇒ 3 · 1
3
+ 2 · 0 + γ = 2 ⇒ γ = 1

Τέλος,

f(1) = 2 ⇒ α+ β + γ + δ = 2 ⇒ 1

3
+ 0 + 1 + δ = 2 ⇒ δ =

2

3
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΄Ετσι,
f(x) =

1

3
x3 + x+

2

3
, ∀x ∈ R

΄Ασκηση 4

΄Εστω δυο συναρτήσεις f, g : R → R, οι οποίες είναι παραγωγίσιµες στο σηµείο x0 = 1
και

g(1) ̸= 0,

(
f

g

)′
(1) = 1.

(α) Να δείξετε ότι f ′(1)g(1) > f(1)g′(1).

(β) Αν επιπλέον ισχύουν οι σχέσεις f ′(1) = g′(1) = 1, να δείξετε ότι f(1) ≤ 1
4 .

Λύση

(α) Υπάρχουν οι f ′(1), g′(1) και αρα(
f

g

)′
(1) =

f ′(1)g(1)− f(1)g′(1)

g2(1)
.

Από υπόθεση είναι

g(1) ̸= 0,

(
f

g

)′
(1)

και αυτό σε συνδυασµό µε το πιο πάνω µας δίνουν

f ′(1)g(1)− f(1)g′(1)

g2(1)
= 1. (10.1)

Στο πιο πάνω (αριθµητικό πηλίκο) έχουµε ότι g2(1) > 0 και αφού το πηλίκο αυτό είναι = 1 > 0,
τότε ο παρονοµαστής του είναι γνησίως ϑετική ποσότητα, ήτοι f ′(1)g(1)− f(1)g′(1) > 0, δηλ.

f ′(1)g(1) > f(1)g′(1)

.

(β) Αν επιπλέον f ′(1) = g′(1) = 1, τότε η (10.1) δίνει

g(1)− f(1)

g2(1)
= 1 ⇒ g(1)− f(1) = g2(1) ⇒ g2(1)− g(1) + f(1) = 0

Αυτό µας λέει ότι ο αριθµός x = 1 είναι ϱίζα της εξίσωσης x2 − x + f(x) = 0. Αλλά το σύνολο
των ϱιζών της εξίσωσης αυτής περιέχεται στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών (δηλ. η εξίσωση
x2 − x + f(x) = 0 έχει πραγµατικές λύσεις) αν και µόνο αν η διακρίνουσά του είναι ≥ 0, δηλ.
αν 1− 4f(1) ≥ 0, δηλ. αν

f(1) ≤ 1

4
.
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10.5 Παράγωγος τριγωνοµετρικών συναρτήσεων

∆ραστηριότητες σελ. 96

΄Ασκηση 1

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = τεµx, x ∈ A = R−{x | συνx = 0} είναι
παραγωγίσιµη µε f ′(x) = τεµx · εφx για κάθε x ∈ A.

Λύση

Για κάθε x ∈ A είναι f(x) = τεµx = 1
συνx . Η συνάρτηση αυτή είναι παραγωγίσιµη (στο Π.Ο. της)

ως πηλίκο 2 παραγωγίσιµων συναρτήσεων και µάλιστα

f ′(x) =
(1)′ · συνx− 1 · (συνx)′

συν2x
=

−(−ηµx)
συν2x

=
ηµx

συν2x
=

1

συνx
· ηµx

συνx
= τεµx · εφx

και αφού το x ήταν τυχόν (στοιχείο του A), έπεται ότι f ′(x) = τεµx · εφx για κάθε x ∈ A.

΄Ασκηση 2

Να ϐρείτε την παράγωγο συνάρτηση των πιο κάτω συναρτήσεων:

(α) f(x) = 2ηµx− συνx, x ∈ R (β) f(x) = xεφx, x ∈ R−
{
kπ +

π

2

}
(γ) f(x) = exηµx, x ∈ R (δ) f(x) =

x4

4
τεµx, x ∈ R−

{
kπ +

π

2

}
(ε) f(x) =

στεµx
1 + σφx

, x ∈ R−
{
kπ − π

4

}
(στ) f(x) =

1− συνx
1 + ηµx

, x ∈ R−
{
2kπ − π

2

}
(ζ) f(x) =

xηµx
x+ 1

, x ∈ R− {−1} (η) f(x) =
1

ηµx · συνx
, x ∈ R−

{
kπ

2

}
(θ) f(x) = x2exσυνx, x ∈ R (ι) f(x) =

xηµx+ συνx
ex

, x ∈ R

Λύση

΄Ολες οι συναρτήσεις που δίνονται είναι καλά ορισµένες, την επαλήθευση των οποίων αφήνουµε
ως άσκηση για τον αναγνώστη. Επίσης, όλες είναι παραγωγίσιµες στο πεδίο ορισµού τους. Για
τον υπολογισµό των παραγώγων συναρτήσεων, ϑα χρησιµοποιήσουµε κανόνες παραγώγισης

(α) ΄Εχουµε

f(x) = 2ηµx− συνx, ∀x ∈ R
⇒ f ′(x) = 2(ηµx)′ − (συνx)′ = 2συνx− (−ηµx) = 2συνx+ ηµx, ∀x ∈ R.

(β) Θέτουµε A = R−
{
kπ + π

2

}
. ΄Εχουµε

f(x) = x · εφx, ∀x ∈ A

⇒ f ′(x) = (xεφx)′ = (x)′εφx+ x(εφx)′ = εφx+ x · τεµ2x, ∀x ∈ A.
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(γ) ΄Εχουµε

f(x) = exηµx, ∀x ∈ R ⇒ f ′(x) = (exηµx)′ = (ex)′ηµx+ ex(ηµx)′

= ex · ηµx+ ex · συνx
= ex · (ηµx+ συνx), ∀x ∈ R

(δ) Θέτουµε A = R−
{
kπ + π

2

}
. ΄Εχουµε

f(x) =
x4

4
· τεµx, ∀x ∈ A ⇒ f ′(x) =

(
x4

4
· τεµx

)′
=

(
x4

4

)′
· τεµx+

x4

4
· (τεµx)′

=

(
4
x3

4

)
τεµx+

x4

4
τεµx · εφx

= x3 · τεµx ·
(
1 +

x

4
· εφx

)
, x ∈ A

(ε) Θέτουµε A = R−
{
kπ − π

4

}
. ΄Εχουµε

f(x) =
στεµx
1 + σφx

, x ∈ A ⇒ f ′(x) =

(
στεµx
1 + σφx

)′

=
(στεµx)′ · (1 + σφx)− στεµx · (1 + σφx)′

(1 + σφx)2

=
−στεµx · σφx · (1 + σφx)− στεµx · (−στεµ2x)

(1 + σφx)2

= στεµx
−σφx+

=1︷ ︸︸ ︷
(στεµ2x− σφ2x)

(1 + σφx)2
= στεµx

1− σφx
(1 + σφx)2

,

x ∈ A.

(στ) Θέτουµε A = R−
{
2kπ − π

2

}
. ΄Εχουµε

f(x) =
1− συνx
1 + ηµx

, x ∈ A ⇒ f ′(x) =

(
1− συνx
1 + ηµx

)′

=
(1− συνx)′ · (1 + ηµx)− (1− συνx) · (1 + ηµx)′

(1 + ηµx)2

=
ηµx · (1 + ηµx)− (1− συνx) · συνx

(1 + ηµx)2

=
ηµx+

=1︷ ︸︸ ︷
ηµ2x+ συν2x−συνx
(1 + ηµx)2

=
1 + ηµx− συνx

(1 + ηµx)2
,

x ∈ A.

(ζ) Θέτουµε A = R− {−1}. ΄Εχουµε
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f(x) =
xηµx
x+ 1

, x ∈ A ⇒ f ′(x) =

(
xηµx
x+ 1

)′

=
(xηµx)′ · (x+ 1)− (xηµx) · (x+ 1)′

(x+ 1)2

=
[(x)′ηµx+ x · (ηµx)′] · (x+ 1)− (xηµx) · 1

(x+ 1)2

=
(ηµx+ xσυνx) · (x+ 1)− xηµx

(x+ 1)2

=
x · ηµx+ ηµx+ x2 · συνx+ xσυνx− xηµx

(x+ 1)2

=
ηµx+ x2 · συνx+ x · συνx

(x+ 1)2
=

ηµx+ x · συνx · (x+ 1)

(x+ 1)2
,

x ∈ A.

(η) Θέτουµε A = R−
{
kπ
2

}
. ΄Εχουµε

f(x) =
1

ηµx · συνx
, x ∈ A ⇒ f ′(x) =

(
1

ηµx · συνx

)′

=
(1)′ · (ηµx · συνx)− 1 · (ηµx · συνx)′

(ηµx · συνx)2

=
(ηµx · συνx)′

(ηµx · συνx)2
=

(ηµx)′ · συνx+ (ηµx) · (συνx)′

(ηµx · συνx)2

= −συν2x− ηµ2x

(ηµx · συνx)2
=

ηµ2x− συν2x
1
4ηµ2(2x)

= 4
ηµ2x− συν2x

ηµ2(2x)
, x ∈ A

(θ) ΄Εχουµε

f(x) = (x2ex)συνx, x ∈ R ⇒ f ′(x) =
[
(x2ex) · συνx

]′
= (x2ex)′ · συνx+ (x2ex) · (συνx)′

= [(x2)′ex + x2(ex)′] · συνx+ (x2ex) · (−ηµx)

= (2xex + x2ex) · συνx− (x2ex) · ηµx

= x · ex · (2 + x)συνx− x2ex · ηµx

= xex · (2συνx+ xσυνx− xηµx), x ∈ R
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(ι) ΄Εχουµε

f(x) =
xηµx+ συνx

ex
, x ∈ R ⇒ f ′(x) =

(x · ηµx+ συνx)′ex − (x · ηµx+ συνx)(ex)′

e2x

=
[(x · ηµx)′ + (συνx)′]ex − (x · ηµx+ συνx)ex

e2x

= ex · (ηµx+ x · συνx− ηµx)− (x · ηµx+ συνx)
e2x

=
x · συνx− x · ηµx− συνx

ex

=
(x− 1) · συνx− x · ηµx

ex
, x ∈ R

΄Ασκηση 3

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = συνx+ ηµx, x ∈ R.

(α) Να δείξετε ότι f(x) + f ′′(x) = 0.

(β) Να ϐρείτε την τιµή του λ ∈ R, για την οποία ισχύει η σχέση:

λf ′
(π
2

)
− 2f

(π
2

)
= 2.

Λύση

(α) Η συνάρτηση f είναι παντού παραγωγίσιµη στο R µε

f ′(x) = (συνx+ ηµx)′ = −ηµx+ συνx = συνx− ηµx.

Η συνάρτηση f ′ είναι παντού παραγωγίσιµη στο R µε

f ′′(x) = (f ′(x))′ = (συνx− ηµx)′ = −ηµx− συνx = −f(x).

Από την τελευταία προκύπτει ότι f(x) + f ′′(x) = 0, ∀x ∈ R

(β) Είναι

λf ′
(π
2

)
− 2f

(π
2

)
= 2 ⇐⇒ λ

(
−ηµ

(π
2

)
+ συν

(π
2

))
− 2

(
συν

(π
2

)
+ ηµ

(π
2

))
= 2

⇐⇒ −λ− 2 = 2 ⇐⇒ λ = −4 .

΄Ασκηση 4

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f(x) =


x2 + x, x ≤ 0

ηµx x > 0.

Να ϐρείτε τη συνάρτηση f ′.
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Λύση

Ο περιορισµός της συνάρτησης στο διάστηµα (−∞, 0) είναι η συνάρτηση ηµίτονο άρα παρα-
γωγίσιµη µε f ′(x) = 2x + 1 ενώ ο περιορισµός της συνάρτησης στο διάστηµα (0,+∞) είναι
επίσης παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική µε f(x) = συνx. Ελέγχουµε την παραγωγισιµότητα της
συνάρτησης στο σηµείο x = 0:

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

ηµx− ηµ0
x

= lim
x→0+

ηµx
x

= 1

και

f ′
−(0) = lim

x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

x2 + x− 0

x
= lim

x→0−

x2 + x

x
= lim

x→0−
(x+ 1) = 0 + 1 = 1

και αρα f ′(0) = 1. ΄Ετσι,

f ′(x) =


2x+ 1, x < 0

1 x = 0

συνx x > 0.

΄Ασκηση 5

Να ϐρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f µε τύπο

f(x) =


x2ηµx+ συνx, x < 0

x2 + x+ 1 x ≥ 0.

Λύση

Ο περιορισµός της συνάρτησης στο διάστηµα (−∞, 0) είναι άθροισµα παραγωγίσιµων συναρ-
τήσεων (ποιών;), άρα παραγωγίσιµη µε f ′(x) = 2xηµx+x2συνx−ηµx ενώ ο περιορισµός της συ-
νάρτησης στο διάστηµα (0,+∞) είναι επίσης παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική µε f ′(x) = 2x+1.
Ελέγχουµε την παραγωγισιµότητα της συνάρτησης στο σηµείο x = 0 :

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

x2 + x+ 1− 1

x
= lim

x→0+

x2 + x

x
= lim

x→0+
(x+ 1) = 0 + 1 = 1

και

f ′
−(0) = lim

x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

x2ηµx+ συνx− 1

x

Αλλά,
lim

x→0−
xηµx = 0 · ηµ0 = 0 και lim

x→0−

συνx− 1

x
= 0,

άρα

lim
x→0−

x2ηµx+ συνx− 1

x
= lim

x→0−
xηµx+ lim

x→0−

συνx− 1

x
= 0

δηλ. f ′
−(0) = 0. Συνεπώς, αφού f ′

−(0) ̸= f ′
+(0), έπεται ότι ο παράγωγος αριθµός f ′(0) δεν

υπάρχει. ΄Ετσι,

f ′(x) =


2xηµx+ x2συνx− ηµx, x < 0

2x+ 1 x > 0.
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΄Ασκηση 6

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = ex(συνx+ ηµx), x ∈ R.
(α) Να αποδείξετε ότι ισχύει η σχέση:

f ′′(x)− 2f ′(x) + 2f(x) = 0, για κάθεx ∈ R.

(β) Να υπολογίσετε το όριο
lim

x→−∞
f ′(x).

(γ) Να υπολογίσετε το όριο

lim
x→0

f ′′′(x)

x
.

Λύση

(α) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο π.ο. της µε

f ′(x) = [ex(συνx+ ηµx)]′ = (ex)′ · (συνx+ ηµx) + ex · (συνx+ ηµx)′

= ex · (συνx+ ηµx) + ex · (−ηµx+ συνx)
= ex · [(συνx+ ηµx) + (−ηµx+ συνx)]
= 2ex · συνx

και αρα

f ′′(x) = (2ex · συνx)′ = 2(ex · συνx)′ = 2[(ex)′ · συνx+ ex · (συνx)′]
= 2(ex · συνx− ex · ηµx) = 2ex(συνx− ηµx)

Συνεπώς,

f ′′(x)− 2f ′(x) + 2f(x) = 2ex(συνx− ηµx)− 2(2ex · συνx) + 2ex(συνx+ ηµx) = . . . = 0

(β) Θα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο της παρεµβολής

∀x ∈ R, |f ′(x)| = |2συνx · ex| = 2|συνx · ex| = 2 |συνx︸ ︷︷ ︸
≤1

| · |ex| ≤ 2|ex| = 2ex

δηλ.
∀x ∈ R, −2ex ≤ f ′(x) ≤ 2ex

και αφού
lim

x→−∞
(−2ex) = −2 lim

x→−∞
ex = 0, lim

x→−∞
(2ex) = 2 lim

x→−∞
ex = 0,

από το Κριτήριο Παρεµβολής έπεται ότι

lim
x→−∞

f ′(x) = 0

(γ) Για να προσιορίσουµε την f ′′′, µπορούµε να παραγωγίσουµε απευθείας την f ′′ ή να χρησι-
µοποιήσουµε το αποτέλεσµα του πρώτου ερωτήµατος :
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f ′′(x) = 2(f ′(x)− f(x)), ∀x ∈ R =⇒ f ′′′(x) = 2(f ′′(x)− f ′(x)), ∀x ∈ R
=⇒ f ′′′(x) = 2(2f ′(x)− 2f(x)), ∀x ∈ R

(f ′′(x) = 2(f ′(x)− f(x)), ∀x ∈ R) =⇒ f ′′′(x) = 2(2ex · συνx− ex · (συνx+ ηµx)), ∀x ∈ R
=⇒ f ′′′(x) = −4ex · ηµx, ∀x ∈ R

΄Ετσι,

lim
x→0

f ′′′(x)

x
= lim

x→0

−4ex · ηµx
x

= −4 lim
x→0

ex · ηµx
x

= −4
(
lim
x→0

ex
)
·
(
lim
x→0

ηµx
x

)
= −4 · 1 · 1 = −4.

Σηµείωση: αφού η συνάρτηση x 7→ ex είναι συνεχής, έπεται ότι

lim
x→0

ex = e
lim
x→0

x
= e0 = 1.
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10.6 Παράγωγος Σύνθετης Συνάρτησης

∆ραστηριότητες σελ. 102-104

΄Ασκηση 1

Να χαρακτηρίσετε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ κάθε µια από τις παρακάτω προτάσεις, δικαιολο-
γώντας τις απαντήσεις σας :
(α) Ισχύει (ηµ(2x))′ = συν(2x), για κάθε x ∈ R.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(β) Για τη συνάρτηση f µε τύπο f(x) = ex
2
, x ∈ R, ισχύει f ′(0) = 0.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(γ) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R, τότε ισχύει :

(f(ηµx))′ = f ′(ηµx) · (ηµx)′.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(δ) Για τη συνάρτηση f µε τύπο f(x) = ηµ2x, x ∈ R ισχύει f ′(x) = ηµ(2x), για κάθε
x ∈ R.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(ε) Ο ϱυθµός µεταβολής του εµβαδού E ενός τετραγώνου πλευράς a ως προς την πλευρά
του ισούται µε 2a.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(στ) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη, τότε :

(
√

f(x))′ =
f ′(x)

2
√
f(x)

, f(x) > 0.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(ζ) Ο τύπος (f(g(x0))
′ = f ′(g(x0)) · g′(x0) ισχύει όταν οι συναρτήσεις f και g είναι

παραγωγίσιµες στο g(x0).

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

Λύση

(α) ΛΑΘΟΣ (δεν ισχύει για κάθε x ∈ R). Π.χ. για x = π
2 .

(β) ΣΩΣΤΟ Είναι

f(x) = ex
2
, x ∈ R =⇒ f ′(x) = (x2)′ · ex2

= 2x · ex2
, ∀x ∈ R

και αρα f ′(0) = 2 · 0e02 = 0.

(γ) ΣΩΣΤΟ Αφού η f είναι από υπόθεση παραγωγίσιµη παντού στο R όπως επίσης και η x 7→ ηµx,
η σύνθεσή τους ϑα είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση µε (από τον κανόνα της Αλυσίδας)

(f(ηµx))′ = f ′(ηµx) · (ηµx)′, x ∈ R.
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(δ) ΣΩΣΤΟ ΄Εχουµε

f(x) = ηµ2x, x ∈ R =⇒ f ′(x) = 2(ηµx)′ · ηµx = 2ηµx · συνx = ηµ(2x), ∀x ∈ R

(ε) ΣΩΣΤΟ Αν E : (0,+∞) → R µε a 7→ E(a) = a2 η συνάρτηση που δίνει το εµβαδόν του
τετραγώνου µε πλευρά a, τότε E′(a) = 2a,∀x ∈ (0,+∞).

(στ) ΣΩΣΤΟ Είναι Θεωρία

(ζ) ΛΑΘΟΣ Πάρτε για παράδειγµα f(x) = x, x ∈ R, g(x) = |x − 1|, x ∈ R και x0 = 0. Τότε,
η g είναι παραγωγίσιµη στο g(x0) = g(0) = | − 1| = 1 αλλά, η g′(1) δεν ορίζεται. Είναι δε
f ′(g(x0)) = f ′(1) = 1.

΄Ασκηση 2

Να ϐρείτε την παράγωγο συνάρτηση των πιο κάτω συναρτήσεων:

(α) y = ηµ(3x) (β) y = συν(x2 + 1) (γ) y = e−x

(δ) y = συν24x (ε) y = ex
3

(στ) y = eηµx

(ζ) y = (x3 − 2x+ 6)5 (η) y =
√
x2 + 1 (θ) y =

2

(3x+ 1)2

(ι) y = ηµ(ex + συνx) (ια) y = στεµ
√
x3 − 5 (ιβ) y = ηµ5x+ e−4x

(ιγ) y = 52x (ιδ) y = 4−xτεµ7x (ιε) y = σφ5(x2 + 1)

(ιστ) y = (x · σφx)4 (ιζ) y = x4τεµ23x (ιη) y =
ex

ex + e−x

(ιθ) y = εφ(e3x
2
) (κ)

7
√

(x− 2)5

Λύση

(α)
y = ηµ(3x), ∀x ∈ R ⇒ y′ = (3x)′ · συν(3x) = 3συν(3x), ∀x ∈ R.

(ϐ)

y = συν(x2 + 1), ∀x ∈ R ⇒ y′ = (x2 + 1)′ · (-ηµ(x2 + 1))

= −2xηµ(x2 + 1), ∀x ∈ R.

(γ) y = e−x ⇒ y′ = (−x)′e−x = −e−x, ∀x ∈ R.

(δ)

y = συν2(4x), ∀x ∈ R
⇒ y′ = 2 · (4x)′ · συν2−1(4x) · (−ηµ(4x))

= −2 · 4 · συν(4x) · ηµ(4x)
= −8 · συν(4x) · ηµ(4x)
= −4 · ηµ(8x), ∀x ∈ R.
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(ε) y = ex
3 ⇒ y′ = (x3)′ex

3
= 3x2ex

3
, ∀x ∈ R.

(στ) y = eηµx ⇒ y′ = (ηµx)′eηµx = συνx · eηµx, ∀x ∈ R.

(Ϲ)

y = (x3 − 2x+ 6)5, ∀x ∈ R
=⇒ y′ = 5(x3 − 2x+ 6)4 · (x3 − 2x+ 6)′

= 5(x3 − 2x+ 6)4 · (3x2 − 2), ∀x ∈ R.

(η)

y =
√

x2 + 1, ∀x ∈ R

⇒ y′ =
(x2 + 1)′

2
√
x2 + 1

=
2x

2
√
x2 + 1

=
x√

x2 + 1
, ∀x ∈ R.

(ϑ)

y =
2

(3x+ 1)2
= 2(3x+ 1)−2 ⇒ y′ = 2 · ((3x+ 1)−2)′

= 2 · (−2) · (3x+ 1)−3 · (3x+ 1)′

= −4 · (3x+ 1)−3 · 3

= − 12

(3x+ 1)3
, ∀x ∈ R.

(ι)

y = ηµ(ex + συνx), ∀x ∈ R
⇒ y′ = (ex + συνx)′ · συν(ex + συνx)

= (ex − ηµx) · συν(ex + συνx), ∀x ∈ R

(ια)

y = στεµ
√
x3 − 5 ⇒ y′ = (

√
x3 − 5)′(−στεµ

√
x3 − 5 σφ

√
x3 − 5)

= − (x3 − 5)′

2
√
x3 − 5

στεµ
√

x3 − 5 σφ
√
x3 − 5

= −3x2στεµ
√
x3 − 5 σφ

√
x3 − 5

2
√
x3 − 5

(ιβ)

y = ηµ5x+ e−4x ⇒ y′ = (ηµ5x)′ + (e−4x)′

= (5x)′συν5x+ (−4x)′e−4x

= 5συν5x− 4e−4x.
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(ιγ) y = 52x ⇒ y′ = (2x)′ ln 5 52x = 2 ln 5 52x.

(ιδ)

y = 4−xτεµ7x ⇒ y′ = (4−x)′τεµ7x+ 4−x(τεµ7x)′

= (−x)′4−x ln 4τεµ7x+ 4−x(7x)′τεµ7xεφ7x

= −4−x ln 4τεµ7x+ 7 · 4−xτεµ7xεφ7x

= 4−xτεµ7x(7εφ7x− ln 4).

(ιε)

y = σφ5(x2 + 1) ⇒ y′ = 5 · σφ4(x2 + 1) · (σφ(x2 + 1))′

= 5 · σφ4(x2 + 1) · (−στεµ2(x2 + 1) · (x2 + 1)′)

= −5 · σφ4(x2 + 1) · στεµ2(x2 + 1) · 2x

= −10x · σφ4(x2 + 1) · στεµ2(x2 + 1).

(ιστ)

y = (x · σφx)4

=⇒ y′ = 4 · (x · σφx)3 · (x · σφx)′

= 4(x · σφx)3 · (x′ · σφx+ x · (σφx)′)
= 4(x · σφx)3 · (σφx+ x · (−στεµ2x))

= 4(x · σφx)3 · (σφx− x · στεµ2x).

(ιζ)

y = x4 · τεµ2(3x)

=⇒ y′ = (x4)′ · τεµ2(3x) + x4 · (τεµ2(3x))′

= (4x3) · τεµ2(3x) + x4 · (2 · (3x)′ · τεµ(3x) · τεµ(3x) · εφ(3x))

= (4x3) · τεµ2(3x) + 6x4 · τεµ2(3x) · εφ(3x)

= 2x3 · τεµ2(3x) · (2 + 3x · εφ(3x)).

30



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ

(ιη)

y =
ex

ex + e−x
⇒ y′ =

(ex)′ · (ex + e−x)− (ex) · (ex + e−x)′

(ex + e−x)2

=
ex · (ex + e−x)− ex · (ex + (−x)′e−x)

(ex + e−x)2

=
e2x + 1− e2x + 1

(ex + e−x)2

=
2

(ex + e−x)2
=

2e2x

(1 + e2x)2
.

(ιθ)

y = εφ(e3x
2
) ⇒ y′ = (e3x

2
)′ · τεµ2(e3x

2
)

= (3x2)′ · e3x2 · τεµ2(e3x
2
)

= 6x · e3x2 · τεµ2(e3x
2
).

(κ)

y = 7
√

(x− 2)5 = (x− 2)5/7 ⇒ y′ =
5

7
· (x− 2)′ · (x− 2)5/7−1

=
5

7
· (x− 2)−2/7 =

5

7 7
√
(x− 2)2

.

΄Ασκηση 3

∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R µε την ιδιότητα :

f(x3 + x+ 1) = 7x3 − x, για κάθεx ∈ R

Να αποδείξετε ότι f ′(3) = 5.

Λύση
2 Η συνάρτηση x 7→ f(x3 + x + 1) είναι παραγωγίσιµη ως σύνθεση τέτοιων και ∀x ∈ R

έχουµε

(f(x3 + x+ 1))′ = (x3 + x+ 1)′ · f ′(x3 + x+ 1) = (3x2 + 1) · f ′(x3 + x+ 1)

Αλλά από υπόθεση είναι f(x3 + x+ 1) = 7x3 − x και άρα

(3x2 + 1) · f ′(x3 + x+ 1) = 21x2 − 1

και αφού 3x2 + 1 ̸= 0, ∀x ∈ R, έπεται τελικά ότι

f ′(x3 + x+ 1) =
21x2 − 1

3x2 + 1

2Λάµβάνουµε ως υπόθεση ότι f ′(x3 + x+ 1) = 21x2 − 1 για να ϐγαίνει f ′(3) = 5 Η συνάρτηση που δίνεται στο
σχολικό ϐιβλίο είναι µια αντιπαράγωγος της x 7→ 21x2 − 1
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Για να ϐρούµε την τιµή της f ′(3), πρέπει να επιλύσουµε την εξίσωση x3 + x+ 1 = 3, δηλ. την
x3 + x− 2 = 0 (αν δηλ. έχει λύση και αν ναι, ειναι µοναδική;). Παρατηρούµε ότι

x3 + x− 2 = (x3 + x2 + 2x) + (−x2 − x− 2) = x(x2 + x+ 2)− (x2 + x+ 2)

= (x− 1) · (x2 + x+ 2)

και αρα
x3 + x− 2 = 0 ⇐⇒ x− 1 = 0 ⇐⇒ x = 1

(στο R). Συνεπώς

f ′(3) =
21 · 12 − 1

3 · 12 + 1
= 5

΄Ασκηση 4

∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R µε την ιδιότητα :

f(ηµx) + f(συνx) = 1 + ηµx+ συνx, για κάθεx ∈ R

Να αποδείξετε ότι f ′(0) = 1.

Λύση

΄Εχουµε:
f(ηµx) + f(συνx) = 1 + ηµx+ συνx

(Παραγωγίζουµε αµφότερα µέλη της πιο πάνω σχέσης)

⇐⇒ (ηµx)′ · f ′(ηµx) + (συνx)′ · f ′(συνx) = συνx− ηµx
⇐⇒ συνx · f ′(ηµx)− ηµx · f ′(συνx) = συνx− ηµx

και αρα για x = 0 η πιο πάνω δίνει

συν0 · f ′(ηµ0)− (ηµ0) · f ′(συν0) = συν0− ηµ0,

δηλαδή f ′(0) = 1.

΄Ασκηση 5

Η πλευρά a (σε cm) ενός τετραγώνου δίνεται συναρτήσει του χρόνου t (σε sec) από τη
σχέση a(t) = t2 + 1, t > 0.

1. Να αποδείξετε ότι τη χρονική στιγµή t το εµβαδόν E(t) του τετραγώνου µεταβάλλεται
µε ϱυθµό E′(t) = 4t(t2 + 1).

2. Να ϐρείτε τον ϱυθµό µε τον οποίο αυξάνεται το εµβαδόν του τετραγώνου τη στιγµή
t0 = 1 sec.

Λύση
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1. Αν E : (0,+∞) → R µε a 7→ E(a) = a2 η συνάρτηση που δίνει το εµβαδόν του τετραγώνου
πλευράς a, τότε αφού µε τη σειρά της η a είναι συνάρτηση του χρόνου t, έχουµε µια
σύνθετη συνάρτηση, ήτοι την E ◦ a. Από τον κανόνα της αλυσίδας,

(E ◦ a)′(t) = a′(t) · E′(a(t)) = (t2 + 1)′ · E′(a(t)) = 2t · E′(a(t)).

Αλλά E(a) = a2(t) =⇒ E′(a) = 2a και αρα, τελικά,

(E ◦ a)′(t) = 4t · (t2 + 1), t > 0.

2. Είναι
(E ◦ a)′(1) = 4 · 1 · (12 + 1) = 8 cm2/sec.

΄Ασκηση 6

Ο όγκος ενός κύβου πλευράς a αυξάνεται µε ϱυθµό 7 cm3/min. Να γράψετε τις σχέσεις
που δίνουν την επιφάνεια και τον όγκο του κύβου ως συνάρτηση της πλευράς του a και
να ϐρείτε :

1. το ϱυθµό µεταβολής της πλευράς του κύβου ως προς το χρόνο

2. το ϱυθµό µεταβολής της επιφάνειας του κύβου ως προς το χρόνο

3. το ϱυθµό µε τον οποίο µεταβάλλεται η επιφάνεια του κύβου, όταν ο όγκος είναι 8
cm3.

Λύση

Αν E και V είναι το εµβαδόν της επιφάνειας και ο όγκος ενός κύβου αντίστοιχα, ως συναρτήσεις
της ακµής του, a, τότε ξέρουµε ότι E(a) = 6a2, a > 0 και V (a) = a3, a > 0. Υποθέτωντας ότι
η πλευρά του είναι συνάρτηση του χρόνου t, δηλ. t 7→ a(t), τότε από τον κανόνα της αλυσίδας
έχουµε ότι

(E ◦ a)′(t) = a′(t) · E′(a(t)) = a′(t) · E′(a(t)) = a′(t) · 12a(t)

και
(V ◦ a)′(t) = a′(t) · V ′(a(t)) = a′(t) · V ′(a(t)) = a′(t) · 3a2(t)

Συνεπώς, αφού V ′(a(t)) = 7 cm3/min, ∀t > 0, έχουµε

a′(t) =
7

3a2(t)
cm/min

και τότε

E′(a(t)) =
28

a(t)
cm2/min

Τέλος, για το τρίτο ερώτηµα, αν V (a(t0)) = 8 cm3, από πρίν

V (a(t0)) = 8 cm3 ⇐⇒ a(t0) =
3
√
8 = 2 cm

και αρα

E′(a(t0)) =
28

a(t0)
=

28

2
= 14 cm2/min
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΄Ασκηση 7

Σηµείο M κινείται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f µε τύπο f(x) = ex, x ∈ R
και η τετµηµένη του κάθε χρονική στιγµή t (σε λεπτά) δίνεται από τον τύπο x(t) =
2t2 − t, t ∈ [0, 10] (x(t) σε µέτρα). Να αποδείξετε ότι υπάρχει χρονική στιγµή, πριν
συµπληρωθεί το πρώτο λεπτό της κίνησης, κατά την οποία ο ϱυθµός µεταβολής της τε-
ταγµένης του σηµείου M γίνεται ίσος µε 5m/min.

Λύση

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [0, 1] ως σύνθεση τέτοιων και από τον κανόνα της αλυ-
σίδας,

(f ◦ x)′(t) = f ′(x(t)) · x′(t) = ex(t) · x′(t) = e2t
2−t · (4t− 1), t ∈ [0, 1].

Είναι f ′(x(0)) = f ′(0) = −1 και οµοίως, f ′(x(1)) = f ′(1) = 3e. ΄Ετσι, f ′(1) · f ′(0) < 0 και
εφαρµόζοντας το ΘΕΤ3 στο διάστηµα [0, 3e] (και αφού 5 ∈ [0, 3e]), έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1)
µε f ′(ξ) = 5m/min.

΄Ασκηση 8

΄Ενα σώµα κινείται πάνω σε άξονα και η ϑέση του τη χρονική στιγµή t (σε sec) δίνεται από
τον τύπο x(t) = t3 − 9t2 + 24t+ 5,, µε t ∈ [0, 6]. Να ϐρείτε :

1. το ϱυθµό µεταβολής της µετατόπισης του σώµατος (την ταχύτητα) τη στιγµή t1 =
5 sec

2. το ϱυθµό µεταβολής της ταχύτητας του σώµατος (την επιτάχυνση) τη στιγµή t2 =
4 sec

3. ποιές χρονικές στιγµές το σώµα είναι στιγµιαία ακίνητο

Λύση

Η ταχύτητα v(t)του κινούµενου σώµατος τη χρονική στιγµή t1 = 5 sec είναι v(5) = x′(5).

1. Τώρα, για κάθε t ∈ [0, 6] έχουµε

v(t) = x′(t) = 3t2 − 18t+ 24.

Συνεπώς, v(5) = 9 µονάδες µήκους ανα sec.

2. Η επιτάχυνση υ του σώµατος τη χρονική στιγµή t2 = 4 sec είναι v′(4). Αλλά, για κάθε
t ∈ [0, 6] έχουµε u(t) = v′(t) = 6(t− 3) και αρα u(4) = 6 µονάδες µήκους ανα sec2.

3. Το σώµα είναι στιγµιαία ακίνητο τη χρονική στιγµή t ∈ [0, 6] για την οποία η ταχύτητά του
είναι ίση µε µηδέν. Αλλά

v(t) = 0 ⇐⇒ 3t2 − 18t+ 24 = 0 ⇐⇒ 3(t− 4)(t− 2) = 0

⇐⇒ 3(t− 4)(t− 2) = 0 ⇐⇒ (t = 2 sec) ∨ (t = 4 sec)
3ΘΕΩΡΗΜΑ [Ενδιάµεσης Τιµής]

΄Εστω f συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [a, b] µε f(a) ̸= f(b). Αν k είναι οποιοσδήποτε αριθµός µεταξύ των τιµών
f(a) και f(b), τότε υπάρχει αριθµός ξ ∈ [a, b] τέτοιος ώστε f(ξ) = k.
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΄Ασκηση 9

Στο πιο κάτω σχήµα ϕαίνεται µια κωνική δεξαµενή ύψους 10m µε ακτίνα ϐάσης 5m. Η
δεξαµενή γέµίζει νερό µε ϱυθµό 2m3/min. Να ϐρείτε το ϱυθµό µε τον οποίο ανεβαίνει η
στάθµη του νερού τη χρονική στιγµή που ϐρίσκεται σε ύψος 4m.

Σχήµα 10.1: ΄Ασκηση 9

Λύση

Αφού O
△
Γ ∆ ≈ O

△
A B, τότε

h(t)

10
=

r(t)

5
=⇒ r(t) =

h(t)

2
.

Η συνάρτηση του όγκου κατά τη χρονική στιγµή t sec είναι η V : [0,+∞) → R µε

V (t) =
πr2(t)h(t)

3
=

π ·
(
h(t)
2

)2
3

= π
h3(t)

12
.

Τότε, από τον κανόνα της αλυσίδας, έχουµε για t ≥ 0

V ′(t) = 2 ⇐⇒ πh2(t)

4
= 2 ⇐⇒ h′(t) =

8

πh2(t)

και άρα h′(4) = 1
2π m/min.
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10.7 Γεωµετρική ερµηνεία της παραγώγου

∆ραστηριότητες σελ. 110-111

΄Ασκηση 1

Να χαρακτηρίσετε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ κάθε µια από τις παρακάτω προτάσεις :
(α) Η παράσταση

f(x0 + h)− f(x0)

h
, h ̸= 0

εκφράζει την κλίση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο
σηµείο A(x0, f(x0)).

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(β) ΄Εστω:

lim
x→2

f(x)

x− 2
= f ′(2) = 0.

Η γραφική παράσταση της f δέχεται εφαπτοµένη στο x0 = 2, η οποία είναι παράλληλη
στον άξονα x′x.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(γ) Αν για κάθε συνάρτηση f : R → R ισχύει

lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= 2,

τότε f ′(2) = 0.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(δ) ∆ίνεται συνάρτηση f µε τύπο:

f(x) =

{√
x, x ≥ 0

√
−x+ 1, x < 0

.

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f έχει κατακόρυφη εφαπτοµένη την ευθεία
x = 0.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(ε) Στο σχήµα 10.2 δίνεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f. Η γραφική
παράσταση της συνάρτησης f δέχεται εφαπτοµένη στο σηµείο (1, 1).

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(στ) Στο σχήµα 10.3 δίνεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f. Η συνάρτηση
είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο (2, 0).

Λύση
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Σχήµα 10.2: ΄Ασκηση 1 (ε)

Σχήµα 10.3: ΄Ασκηση 1 (στ)

(α) ΛΑΘΟΣ. Το αριθµητικό πηλίκο

f(x0 + h)− f(x0)

h
, h ̸= 0

εκφράζει την κλίση της χορδής που ενώνει τα σηµεία (x0, f(x0)) και (x0 + h, f(x0 + h)). ∆εν
µπορούµε να πούµε τίποτα περισσότερο.

(β) ΣΩΣΤΟ. Η κλίση της εφαπτοµένης του γραφήµατος της f στο σηµείο µε x = 2 είναι µηδέν.

(γ) ΛΑΘΟΣ. Για παράδειγµα, για τη συνάρτηση f µε τύπο f(x) = 2x+ 2, x ∈ R, είναι

lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

2x+ 2− 2

x
= 2 lim

x→0

x

x
= 2,

δηλ. f ′(0) = 2, αλλά f ′(2) = 2 ̸= 0.
Σηµείωση: Εδώ δεν έχει νόηµα να πούµε ’για κάθε συνάρτηση’ αλλά ’αν για κάποια συνάρτη-
ση’.

(δ) ΛΑΘΟΣ. Η συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο σηµείο x = 0, άρα δεν µπορεί να έχει κατα-
κόρυφη εφαπτοµένη την ευθεία µε εξίσωση x = 0.
Απόδειξη ισχυρισµού:

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

√
x = 0

και
lim

x→0−
f(x) = lim

x→0+
(
√
−x+ 1) = 1.
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Συνεπώς, το όριο lim
x→0

f(x) δεν υπάρχει.

(ε) ΛΑΘΟΣ. Στο σηµείο (1, 1) σχηµατίζεται γωνία (αν µας έδιναν τύπο για τη συνάρτηση ϑα µπο-
ϱούσαµε να το δείξουµε αυστηρά), άρα δεν υπάρχει ο παράγωγος f ′(1).

(στ) ΛΑΘΟΣ. Στο σηµείο (2, 0) (ϕαίνεται να) έχουµε κατακόρυφη εφαπτοµένη (γράψτε τύπο για
τη συνάρτηση-είναι η f(x) = (x− 2)1/3;).

΄Ασκηση 2

Να ϐρείτε την κλίση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f µε
τύπο f(x) = x2 + 4 στο σηµείο της A(2, 8).

Λύση

Η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = x2 + 4 είναι παντού παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική µε

f ′(x) = 2x, ∀x ∈ R.

Η κλίση της εφαπτοµένης στο γράφηµα της συνάρτησης στο σηµείο της A(2, 8) είναι ο αριθµός
λ = f ′(2) = 4 .

΄Ασκηση 3

Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f (αν
αυτή ορίζεται) στο σηµείο A(x0, f(x0)) για καθεµιά από τις πιο κάτω συναρτήσεις :

(α) f(x) =
1

x3
, στο A(1, f(1))

(β) f(x) =

{
x2 + 3x+ 3, x < 0

3x+ 3 x ≥ 0
, στο A(0, f(0))

(γ) f(x) =

{
3
√
x− 1, x ≥ 1

− 3
√
1− x, x < 1

, στο A(1, 0)

Λύση

(α) Η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = 1/x3, x ∈ R∗ είναι παραγωγίσιµη στο Π.Ο. της µε

f ′(x) = − 3

x4
, ∀x ∈ R∗

Είναι f ′(1) = −3 και έτσι, η εξίσωση της εφαπτοµένης στο γράφηµα της συνάρτησης στο σηµείο
της A(1, f(1)) = A(1, 1) δίνεται από την (εφ.) : y−f(1) = f ′(1) · (x−1), δηλ.την (εφ.) : y−1 =
−3(x− 1), δηλ. την (εφ.) : 3x+ y − 4 = 0.

(β) Η συνάρτηση f µε τύπο f(x) =

{
x2 + 3x+ 3, x < 0

3x+ 3 x ≥ 0
είναι παραγωγίσιµη στην ένωση των

διαστηµάτων (−∞+, 0) και (0,+∞) ως πολυωνυµική σε κάθε ένα από αυτά. Ελέγχουµε την
παραγωγισιµότητα της συνάρτησης στο σηµείο x = 0 :
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΄Εχουµε f(0) = 3 · 0 + 3 = 3 και η f είναι συνεχής στο σηµείο x = 0 :

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(x+ 3) = 3 = lim
x→0+

(x2 + 3x) = lim
x→0+

f(x).

Τώρα, αφού

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

x2 + 3x

x
lim

x→0−

x · (x+ 3)

x
= lim

x→0−
(x+ 3) = 3

και
lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

3x+ 3− 3

x
lim

x→0+

3x

x
= 3

έπεται ότι υπάρχει το lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
και ισούται µε 3, δηλ. f ′(0) = 3.4 Η εξίσωση της

εφαπτοµένης στο γράφηµα της συνάρτησης στο σηµείο της A(0, f(0)) = A(0, 3) δίνεται από την
(εφ.) : y − f(0) = f ′(0) · (x− 0), δηλ.την (εφ.) : y − 3 = 3x ,δηλ.την (εφ.) : y = 3(x+ 1).

(γ) Η συνάρτηση f µε τύπο f(x) =

{
3
√
x− 1, x ≥ 1

− 3
√
1− x, x < 1

είναι παραγωγίσιµη στην ένωση των

διαστηµάτων (−∞, 1) και (1,+∞) ως σύνθεση τέτοιων. ΄Εχουµε f(1) = 3
√
1− 1 = 0 και η f

είναι συνεχής στο σηµείο x = 1 :

lim
x→1−

f(x) = − lim
x→1−

3
√
1− x = 0 = lim

x→1+

3
√
x− 1 = lim

x→1+
f(x)

Τώρα,

lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1−

− 3
√
1− x

x− 1
= lim

x→1−

3
√
1− x

1− x
= lim

x→1−

1

(1− x)2/3
= +∞

αφού x < 1 =⇒ (1− x)2/3 > 0 και

lim
x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

3
√
x− 1

x− 1
= lim

x→1+

1

(x− 1)2/3
= +∞,

αφού x > 1 =⇒ (x − 1)2/3 > 0, έπεται ότι το γράφηµα της συνάρτησης στο σηµείο µε x = 1
παρουσιάζει κατακόρυφη εφαπτοµένη, την ευθεία µε εξίσωση x = 1.

΄Ασκηση 4

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f(x) =

{
x2, x ≤ 1
1
x x > 1

.

Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f δε δέχεται εφαπτοµένη στο σηµείο
της A(1, 1).

4Σηµείωση: Αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x = 0, έπεται ότι είναι και συνεχής στο σηµείο αυτό.
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Σχήµα 10.4: ΄Ασκηση 3

Λύση

Ελέγχουµε την παραγωγισιµότητα της συνάρτησης στο σηµείο x = 1 : ΄Εχουµε f(1) = 12 = 1
και η f είναι συνεχής στο σηµείο x = 1 :

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

1

x
= 1 = lim

x→1−
x2 = lim

x→1−
f(x)

και αρα lim
x→1

f(x) = 1 = f(1). Τώρα, αφού

f ′
−(1) = lim

x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1−

x2 − 1

x− 1
= lim

x→1−

(x− 1) · (x+ 1)

x− 1
= lim

x→1−
(x+ 1) = 2

και

f ′
+(1) = lim

x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

1
x − 1

x− 1
= lim

x→1+

1− x

x(x− 1)
= − lim

x→1+

1

x
= −1,

δηλ. f ′
−(1) ̸= f ′

+(1). ΄Επεται ότι ο παράγωγος αριθµός της συνάρτησης στο σηµείο µε x = 1 δεν
υπάρχει. Συνεπώς, το γράφηµα της συνάρτησης στο σηµείο µε x = 1 δεν επιδέχεται εφαπτοµένη.

΄Ασκηση 5

Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f µε τύπο f(x) = 1
x+1 , x > −1 στο σηµείο

της A σχηµατίζει µε τον άξονα των τετµηµένων γωνία 3π
4 . Να ϐρείτε τις συντεταγµένες του

σηµείου A και την εξίσωση της κάθετης της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο αυτό.
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Σχήµα 10.5: ΄Ασκηση 4

Λύση

Από υπόθεση έχουµε ότι λεφ.(A) = εφ(3π/4) = −εφ(π/4) = −1. Επίσης, για x > −1 η

συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη µε f ′(x) = − 1

(x+ 1)2
. ΄Αρα,

f ′(x) = −1, x > −1 ⇐⇒ − 1

(x+ 1)2
= −1, x > −1 ⇐⇒ (x+ 1)2 = 1, x > −1

⇐⇒ x = −2, 0, x > −1 ⇐⇒ x = 0.

΄Ετσι, A(0, f(0)) = A(0, 1). Η κλίση λκάθ.(A) της κάθετης του γραφήµατος της f στο σηµείο
A(0, 1) είναι λκάθ.(A) = − 1

λεφ.(A) = 1 και αρα η εξίσωσή της είναι η (κάθ.) : y−f(0) = −(x−0),
δηλ. η (κάθ.) : x− y + 1 = 0.

Σχήµα 10.6: ΄Ασκηση 5
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΄Ασκηση 6

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο{
αx2 + 2αx+ β + α, x ≥ 2
γ

x+1 , x < 2.

Να υπολογίσετε τις τιµές των α, β, γ ∈ R, ώστε η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης
της f στο A(2, f(2)) να είναι παράλληλη προς την ευθεία µε εξίσωση 2x+ y − 1 = 0.

Λύση

Για να ορίζεται η εφαπτοµένη στο γράφηµα της συνάρτησης f στο σηµείο της µε x = 2, ϑα πρέπει
να είναι παραγωγίσιµη (άρα και συνεχής) στο σηµείο αυτό. ∆εδοµένου αυτού, για να είναι η
εφαπτοµένη στο σηµείο της µε x = 2 παράλληλη µε την ευθεία (ε) µε εξίσωση 2x + y − 1 = 0,
ϑα πρέπει λ(ε) = f ′(2), δηλ. f ′(2) = −2.
Η f είναι συνεχής στο σηµείο x = 2 ⇐⇒ limx→2+ f(x) = limx→2− f(x) = f(2)
Είναι f(2) = α · 22 + 2α · 2 + β + α = 9α+ β και lim

x→2−
f(x) = γ/3. ΄Αρα

9α+ β =
γ

3
(10.2)

Η f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x = 2

⇐⇒ lim
x→2+

f(x)− f(2)

x− 2
= lim

x→2−

f(x)− f(2)

x− 2
= lim

x→2

f(x)− f(2)

x− 2︸ ︷︷ ︸
=f ′(2)

΄Εχουµε:

lim
x→2−

f(x)− f(2)

x− 2
= f ′(2) ⇐⇒ lim

x→2−

γ
x+1 − γ

3

x− 2
= −2 ⇐⇒ −γ

3
lim

x→2−

x− 2

(x− 2) · (x+ 1)
= −2

⇐⇒ −γ

3
lim

x→2−

1

x+ 1
= −2

⇐⇒ −γ

3
· 1
3
= −2 ⇐⇒ γ = 18

΄Ετσι, από τη (10.2) παίρνουµε

9α+ β =
18

3
= 6 (10.3)

Τώρα,

lim
x→2+

f(x)−
=6︷︸︸︷
f(2)

x− 2
= f ′(2) ⇐⇒ lim

x→2+

αx2 + 2αx+ β + α− 6

x− 2
= −2
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και χρησιµοποιώντας τη (10.3)

⇐⇒ lim
x→2+

αx2 + 2αx− 8α

x− 2
= −2

⇐⇒ α lim
x→2+

x2 + 2x− 8

x− 2
= −2

⇐⇒ α lim
x→2+

(x− 2) · (x+ 4)

x− 2
= −2

⇐⇒ α lim
x→2+

(x+ 4) = −2 ⇐⇒ 6α = −2 ⇐⇒ α = −1

3

Τέλος, αντικαθιστώντας στην (10.2), παίρνουµε β = 9 .
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10.8 Πεπλεγµένη συνάρτηση

∆ραστηριότητες σελ. 119

΄Ασκηση 1

Να ϐρείτε την παράγωγο
dy

dx
των συναρτήσεων που ορίζονται από τις πιο κάτω εξισώσεις :

(α) x2 + 2yx− y2 = 0 (β) yx2 = 3x+ y (γ) y = x+ xey

(δ) y2 − 2y
√

1 + x2 + x2 = 0 (ε) ηµx+ ηµy = 1

Λύση

(α)

x2 + 2yx− y2 = 0

παραγωγίζω
πεπλεγµένα⇐⇒ d(x2 + 2yx− y2)

dx
=

d(0)

dx
⇐⇒ d(x2)

dx
+

d(2yx)

dx
− d(y2)

dx
= 0

⇐⇒ 2x+ 2x
dy

dx
+ 2y − 2y

dy

dx
= 0 ⇐⇒ (y − x)

dy

dx
= x+ y

⇐⇒ dy

dx
=

x+ y

y − x
(y ̸= x)

(β)

yx2 = 3x+ y

παραγωγίζω
πεπλεγµένα⇐⇒ d(yx2)

dx
=

d(3x+ y)

dx

⇐⇒ x2
dy

dx
+ 2xy = 3 +

dy

dx
⇐⇒ (x2 − 1)

dy

dx
= 3− 2xy

⇐⇒ dy

dx
=

3− 2xy

x2 − 1
(x ̸= ±1)

(γ)

y = x+ xey

παραγωγίζω
πεπλεγµένα⇐⇒ dy

dx
=

d(x+ xey)

dx
⇐⇒ dy

dx
= 1 + ey + xey

dy

dx

⇐⇒ (1− xey)
dy

dx
= 1 + ey ⇐⇒ dy

dx
=

1 + ey

1− xey

(δ)

y2 − 2y
√
1 + x2 + x2 = 0
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παραγωγίζω
πεπλεγµένα⇐⇒ 2y

dy

dx
− 2

dy

dx

√
1 + x2 − 2y

2x

2
√
1 + x2

+ 2x = 0

⇐⇒ 2(y −
√

1 + x2)
dy

dx
=

2xy√
1 + x2

− 2x

⇐⇒ (y −
√

1 + x2)
dy

dx
= x

(
y −

√
1 + x2√

1 + x2

)

⇐⇒ dy

dx
=

x√
1 + x2

(y ̸=
√

1 + x2)

(ε)

ηµx+ ηµy = 1

παραγωγίζω
πεπλεγµένα⇐⇒ συνx+ συνy · dy

dx
= 0

⇐⇒ dy

dx
= −συνx

συνy
(συνy ̸= 0)

΄Ασκηση 2

Αν x2y = συν(ax), να δείξετε ότι :

x2
d2y

dx2
+ 4x

dy

dx
+ (a2x2 + 2)y = 0.

Λύση

΄Εχουµε

x2y = συν(ax)
παραγωγίζω
πεπλεγµένα⇐⇒ d(x2y)

dx
=

d(συν(ax))
dx

⇐⇒ 2xy + x2
dy

dx
= −(ax)′ · ηµ(ax)

⇐⇒ 2xy + x2 · dy
dx

= −a · ηµ(ax)

παραγωγίζω
πεπλεγµένα⇐⇒ 2y + 2x

dy

dx
+ 2x

dy

dx
+ x2

d2y

dx2
= −a2συν(ax)

⇐⇒ x2
d2y

dx2
+ 4x

dy

dx
+ 2y + a2συν(ax) = 0

αφούx2y = συν(ax) ⇐⇒ x2
d2y

dx2
+ 4x

dy

dx
+ 2y + a2x2y = 0

⇐⇒ x2
d2y

dx2
+ 4x

dy

dx
+ (a2x2 + 2)y = 0
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΄Ασκηση 3

Αν ey = ex + e−x, να δείξετε ότι :

d2y

dx2
+

(
dy

dx

)2

− 1 = 0.

Λύση

΄Εχουµε

ey = ex + e−x

παραγωγίζω
πεπλεγµένα⇐⇒ ey

dy

dx
= ex − e−x

παραγωγίζω
πεπλεγµένα⇐⇒ ey

(
dy

dx

)2

+ ey
d2y

dx2
= ex + e−x

ey = ex + e−x ⇐⇒ ey
(
dy

dx

)2

+ ey
d2y

dx2
= ey ⇐⇒ ey

[(
dy

dx

)2

+
d2y

dx2
− 1

]
= 0

ey > 0, ∀y ∈ R ⇐⇒ d2y

dx2
+

(
dy

dx

)2

− 1 = 0

∆ιαφορετικά, παρατηρούµε ότι ey = ex + e−x ⇐⇒ ex+y = e2x + 1 και προχωράµε όπως πιο
πάνω.

΄Ασκηση 4

Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης και της κάθετης ευθείας της καµπύλης µε εξίσωση
xy = 2x στο σηµείο της µε x = 1.

Λύση

΄Εστω η καµπύλη {xy = 2x}, δηλ. η καµπύλη της οποίας το γράφηµα καθορίζεται από την
εξίσωση xy = 2x. Για x = 1, έχουµε y = 2. Παραγωγίζουµε πεπλεγµένα την πιο πάνω εξίσωση:

xy = 2x ⇐⇒ y + x
dy

dx
= 2x ln 2 ⇐⇒ dy

dx
=

2x ln 2− y

x
(x ̸= 0)

και αρα
dy

dx

∣∣∣
A(1,2)

=
21 ln 2− 2

1
= 2(ln 2− 1)

Συνεπώς, η εξίσωση της εφαπτοµένης στο γράφηµα της καµπύλης στο A(1, 2) είναι η

y − 2 = 2(ln 2− 1) · (x− 1) ⇐⇒ y = 2(ln 2− 1)x+ 4− 2 ln 2

Οµοίως, αφού λκάθ. = − 1
λεφ.

= 1
2(1−ln 2) , ϐρίσκουµε ότι η εξίσωση της καθέτου στο γράφηµα της

καµπύλης στο A(1, 2) είναι η

y − 2 =
1

2(1− ln 2)
· (x− 1) ⇐⇒ x+ 2(ln 2− 1)y + 3− 4 ln 2 = 0

΄Ασκηση 5

Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης και της κάθετης ευθείας της καµπύλης µε εξίσωση
y2 = 4x στο σηµείο της µε x = 4 και τεταγµένη ϑετική.
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Λύση

΄Εστω η καµπύλη C : {y2 = 4x}, δηλ. η καµπύλη της οποίας το γράφηµα καθορίζεται από την
εξίσωση y2 = 4x. Η πεπλεγµένη αυτή εξίσωση δεν καθορίζει συνάρτηση x 7→ y(x). Παραγωγίζο-
ντας πεπλεγµένα την εξίσωση της καµπύλης, έχουµε

2y
dy

dx
= 4 ⇐⇒ y

dy

dx
= 2 ⇐⇒ dy

dx
=

2

y
, (y ̸= 0)

Το σηµείο x = 4 ανήκει στον κλάδο της καµπύλης µε εξίσωση y =
√
4x = 2

√
x και αρα

y(4) = 4. Επίσης,

λεφ. =
dy

dx

∣∣∣
A(4,4)

=
2

4
=

1

2

και λκάθ. = − 1
λεφ.

= −2. Ετσι, η εξίσωση της εφαπτοµένης στο γράφηµα της καµπύλης στο
A(4, 4) είναι η

y − 4 =
1

2
· (x− 4) ⇐⇒ 2y − x− 4 = 0

και η εξίσωση της καθέτου στο γράφηµα της καµπύλης στο ίδιο σηµείο είναι η

y − 4 = −2(x− 4) ⇐⇒ y + 2x− 12 = 0

Σχήµα 10.7: ΄Ασκηση 5

΄Ασκηση 6

Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης και της κάθετης ευθείας της καµπύλης µε εξίσωση
x2

9
+

y2

4
= 1 στο σηµείο της A(3συνθ, 2ηµθ).

Λύση

Για κάθε θ ∈ [0, 2π] είναι

x2

9
+

y2

4
= 1 ⇐⇒ (3συνθ)2

9
+

(2ηµθ)2

4
= ηµ2θ + συν2θ = 1
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και αρα το σηµείο A(3συνθ, 2ηµθ) ανήκει πράγµατι στην καµπύλη. Παραγωγίζοντας πεπλεγ-
µένα την εξίσωση της καµπύλης, έχουµε

2

9
x+

2

4
y
dy

dx
= 0 ⇐⇒ dy

dx
= −4

9
· x
y
, (y ̸= 0).

και στο σηµείο A είναι

λεφ. =
dy

dx

∣∣∣
A
= −4

9
· 3συνθ
2ηµθ

= −2

3
· συνθ

ηµθ

Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο γράφηµα της καµπύλης στο A είναι η

y − 2ηµθ = −2

3

συνθ
ηµθ

(x− 2συνθ) ⇐⇒ 3ηµθ(y − 2ηµθ) = −2συνθ(x− 3συνθ)

⇐⇒ (3ηµθ)y − 6ηµ2θ = −(2συνθ)x+ 6συν2θ
⇐⇒ (3ηµθ)y + (2συνθ)x = 6(συν2θ + ηµ2θ)

⇐⇒ (3ηµθ)y + (2συνθ)x− 6 = 0.

Οµοίως, αφού

λκάθ. = − 1

λεφ.
=

3ηµθ
2συνθ

,

ϐρίσκουµε ότι η εξίσωση της καθέτου στο γράφηµα της καµπύλης στο A είναι η

(3ηµθ)x− (2συνθ)y − 5ηµθ · συνθ = 0

΄Ασκηση 7

Να ϐρείτε τις συντεταγµένες των σηµείων της καµπύλης µε εξίσωση x2+ y2− 2y = 1, στα
οποία η κλίση της γραφικής παράστασης της καµπύλης είναι ίση µε -1.

Λύση

΄Εστω η καµπύλη C : {x2 + y2 − 2y = 1}, δηλ. η καµπύλη της οποίας το γράφηµα καθορίζεται
από την εξίσωση x2 + y2 − 2y = 1. Είναι

x2 + y2 − 2y = 1 ⇐⇒ 2x+ 2y
dy

dx
− 2

dy

dx
= 0 ⇐⇒ (1− y)

dy

dx
= x ⇐⇒ dy

dx
=

x

1− y
, (y ̸= 1)

Αν (a, b) µε b ̸= 1 είναι σηµείο του γραφήµατος της καµπύλης στο οποίο η κλίση της εφαπτο-
µένης είναι ίση µε -1, τότε

dy

dx

∣∣∣
(a,b)

= −1 ⇐⇒ a

1− b
= −1 ⇐⇒ b = a+ 1

Αλλά το σηµείο (a, b) ανήκει στην καµπύλη C και αρα a2 + b2 − 2b = 1. ΄Εχουµε
b = a+ 1

b ̸= 1

a2 + b2 − 2b = 1

⇐⇒ a2 + (a+ 1)2 − 2(a+ 1) = 1 ⇐⇒ a2 + a2 + 2a+ 1− 2a− 2 = 1

⇐⇒ 2a2 = 2 ⇐⇒ a = ±1
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Για a = 1 έχουµε
12 + b2 − 2b = 1 ⇐⇒ b(b− 2) = 0 ⇐⇒ b = 0, 2

και για a = −1 έχουµε

(−1)2 + b2 − 2b = 1 ⇐⇒ b(b− 2) = 0 ⇐⇒ b = 0, 2.

(ερώτηση: δώστε γεωµετρική ερµηνεία στο γιατί για τις δυο αυτές τιµές του a έχουµε τα ίδια b)
΄Ετσι, τα εν λόγω σηµεία είναι τα (1, 2) και (−1, 0).

Σχήµα 10.8: ΄Ασκηση 7

΄Ασκηση 8

Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της καµπύλης µε εξίσωση xy5 + x5y − 1 = 0 δεν
δέχεται οριζόντιες εφαπτοµένες.

Λύση

Το σύνολο των σηµείων του γραφήµατος της καµπύλης στα οποία το γράφηµά της δεν έχει
οριζόντιες εφαπτοµένες είναι το σύνολο

G =

{
(x, y) ∈ R

∣∣∣xy5 + x5y − 1 = 0,
dy

dx
̸= 0

}
Παρατηρούµε ότι το σηµείο (0, 0) δεν ανήκει στην καµπύλη αφού αν ανήκε, τότε αντικαθιστώντας
στην εξίσωησή της, ϑα είχαµε −1 = 0, άτοπο.
Παραγωγίζουµε πεπλεγµένα την εξίσωση xy5 + x5y − 1 = 0 :

xy5 + x5y − 1 = 0 ⇐⇒ y5 + 5xy4
dy

dx
+ 5x4y + x5

dy

dx
= 0 ⇐⇒ (5xy4 + x5)

dy

dx
= −(5x4y + y5)

Αλλά, αφού το σηµείο (0, 0) δεν ανήκει στην καµπύλη, έπεται ότι 5x4y + x5 ̸= 0 και αρα

dy

dx
= −5x4y + y5

5xy4 + x5
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και αφού x · y ̸= 0 για κάθε x, y ∈ R, έπεται ότι ο αριθµητής 5x4y + y5 της πιο πάνω δε µηδε-
νίζεται για κανένα Ϲεύγος (x, y), δηλ. dy

dx ̸= 0 για κάθε x, y ∈ R.

΄Ασκηση 9

Να ϐρείτε τις συντεταγµένες των σηµείων της καµπύλης µε εξίσωση x2−xy+ y2 = 9, στα
οποία η στα οποία η εφαπτοµένη είναι κατακόρυφη.

Λύση

Το σύνολο των σηµείων του γραφήµατος µιας καµπύλης στα οποία το γράφηµά της έχει κατα-
κόρυφη εφαπτοµένη είναι το σύνολο

G =

{
(x, y) ∈ R

∣∣∣x2 − xy + y2 = 9, ̸ ∃dy
dx

}
Παραγωγίζουµε πεπλεγµένα την εξίσωση x2 − xy + y2 = 9 :

x2 − xy + y2 = 9 ⇐⇒ 2x− y − x
dy

dx
+ 2y

dy

dx
= 0 ⇐⇒ (2y − x)

dy

dx
= y − 2x

Αν 2y− x = 0, δηλ. 2y = x, τότε αντικαθιστώντας στην εξίσωση της καµπύλης, έχουµε 3y2 = 9,
δηλ. y = ±

√
3 και x = ±2

√
3. Στα σηµεία (2

√
3,
√
3) και (−2

√
3,−

√
3) το γράφηµά της

καµπύλης έχει κατακόρυφη εφαπτόµενη.

Σχήµα 10.9: ΄Ασκηση 9
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10.9 Συνάρτηση που ορίζεται παραµετρικά

∆ραστηριότητες σελ. 126-127

΄Ασκηση 1

Να κατασκευάσετε τη γραφική παράσταση των πιο κάτω παραµετρικών καµπύλων:

(α)

{
x = t

y =
√
t

, t ∈ [0,+∞) (β)

{
x = 3t

y = 2− 2t
, t ∈ [0, 1] (γ)

{
x = 3t

y = 9t2
, t ∈ R

(δ)

{
x = τεµ2t− 1

y = εφt
, t ∈

(
−π

2
,
π

2

)
(ε)

{
x = 2t− 1

y = t2 + 7
, t ∈ [−3, 10]

Λύση

(α)

{
x = t

y =
√
t

, t ∈ [0,+∞)

Βήµα 1: Βρίσκουµε το σύνολο τιµών της καµπύλης: Αφού t ≥ 0, έπεται ότι
√
t ≥ 0. ΄Ετσι, το σύνολο

τιµών της είναι το [0,+∞).
Βήµα 2: Βρίσκουµε την καρτεσιανή εξίσωση της καµπύλης: Προφανώς είναι y(t) =

√
x(t), ∀t ∈

[0,+∞). Η καρτεσιανή εξίσωση της καµπύλης είναι λοιπόν η y =
√
x, x ∈ [0,+∞).

Βήµα 3: Κατασκευάζουµε το γράφηµα της καµπύλης Αρχικό Σηµείο είναι το (x(0), y(0)) = (0, 0).

Σχήµα 10.10: ΄Ασκηση 1 (α)

(β)

{
x = 3t

y = 2− 2t
, t ∈ [0, 1]

Βήµα 1: Βρίσκουµε το σύνολο τιµών της καµπύλης: Είναι (και ο t 7→ x(t) και ο t 7→ y(t) είναι 1-1
µετασχηµατισµοί)
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t ∈ [0, 1] ⇒


0 ≤

x(t)︷︸︸︷
3t ≤ 3

0 ≤ 2− 2t︸ ︷︷ ︸
y(t)

≤ 2

⇒


x ∈ [0, 3]

y ∈ [0, 2]

Βήµα 2: Βρίσκουµε την καρτεσιανή εξίσωση της καµπύλης: Λύνουµε την x = x(t) = 3t ως προς t :
t = x/3 και αντικαθιστούµε στην y = y(t) = 2− 2t η οποία γίνεται

y = 2− 2x

3
, x ∈ [0, 3].

Βήµα 3: Κατασκευάζουµε το γράφηµα της καµπύλης: Η καµπύλη µας είναι το ευθύγραµµο τµήµα
µε αρχή το σηµείο (x(0), y(0)) = (0, 2) και τέλος το σηµείο (x(1), y(1)) = (3, 0).

Σχήµα 10.11: ΄Ασκηση 1 (ϐ)

(γ)

{
x = 3t

y = 9t2
, t ∈ R

Βήµα 1: Βρίσκουµε το σύνολο τιµών της καµπύλης: Αφού t ∈ R, έπεται ότι (3t) ∈ R και (9t2) ∈
[0,+∞). ΄Ετσι, το Π.Ο. της είναι το R και το σύνολο τιµών της το [0,+∞).
Βήµα 2: Βρίσκουµε την καρτεσιανή εξίσωση της καµπύλης: Προφανώς είναι y(t) = 9t2 = (3t)2 =
x2(t), και αρα η καρτεσιανή εξίσωση της καµπύλης είναι η y = x2, x ∈ R.
Βήµα 3: Κατασκευάζουµε το γράφηµα της καµπύλης: Είναι η γνωστή σε µας παραβολή µε κορυφή
στην αρχή των αξόνων όπου και λαµβάνει ελάχιστο.

(δ)

{
x = τεµ2t− 1

y = εφt
, t ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
Βήµα 1: Βρίσκουµε το σύνολο τιµών της καµπύλης: Αφού t ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
, έπεται ότι (τεµ2t − 1) ∈

[0,+∞) και εφt ∈ R (η συνάρτηση f : (−π/2, π/2) → R µε f(x) = εφt είναι 1-1) ΄Ετσι, το Π.Ο.
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Σχήµα 10.12: ΄Ασκηση 1 (γ)

της είναι το [0,+∞) και το σύνολο τιµών της το R.

Βήµα 2: Βρίσκουµε την καρτεσιανή εξίσωση της καµπύλης: Είναι ∀t ∈ (−π/2, π/2), τεµ2t−1 = εφ2t
δηλ. y2(t) = x(t) και αρα η καρτεσιανή εξίσωση της καµπύλης είναι η

y2 = x, x ∈ [0,+∞)

Βήµα 3: Κατασκευάζουµε το γράφηµα της καµπύλης: Είναι η γνωστή µας παραβολή µε κλάδους
τον y =

√
x και τον y = −

√
x.

Αρχικό Σηµείο (x(0), y(0)) = (0, 0)

Σχήµα 10.13: ΄Ασκηση 1 (δ)

(ε)

{
x = 2t− 1

y = t2 + 7
, t ∈ [−3, 10]

Βήµα 1: Βρίσκουµε το σύνολο τιµών της καµπύλης: Είναι (και ο t 7→ x(t) και ο t 7→ y(t) είναι 1-1
µετασχηµατισµοί)
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t ∈ [−3, 10] ⇒


−7 ≤

x(t)︷ ︸︸ ︷
2t− 1 ≤ 19

7 ≤ t2 + 7︸ ︷︷ ︸
y(t)

≤ 107

⇒


x ∈ [−7, 19]

y ∈ [7, 107]

Σηµείωση:

−3 ≤ t ≤ 10 =⇒


−3 ≤ t ≤ 0

0 < t ≤ 10

=⇒


0 ≤ t2 ≤ 9

0 < t ≤ 100

=⇒ 0 ≤ t2 ≤ 100

Βήµα 2: Βρίσκουµε την καρτεσιανή εξίσωση της καµπύλης:
x(t) = 2t− 1

y(t) = t2 + 7

⇒


t = x(t)+1

2

y(t) = t2 + 7

⇒ y(t) =
(x(t) + 1)2

4
+ 7, t ∈ [−3, 10]

Αρα η καρτεσιανή εξίσωση της καµπύλης είναι η

y =
(x+ 1)2

4
+ 7, x ∈ [−7, 19]

Βήµα 3: Κατασκευάζουµε το γράφηµα της καµπύλης: Η καµπύλη µας είναι τµήµα παραβολής
µε κορυφή στο σηµείο (−1, 7) (στο οποίο λαµβάνει ελάχιστο) και Αρχικό και Τελικό Σηµείο το
(x(−3), y(−3)) = (−7, 16) και (x(10), y(10)) = (19, 107) αντίστοιχα.

Σχήµα 10.14: ΄Ασκηση 1 (ε)
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΄Ασκηση 2

Παραµετρική καµπύλη ορίζεται από τις εξισώσεις
x(t) = t− ηµt

y(t) = 2 + συνt
, t ∈ [0, 2π]

(α) Να υπολογίσετε την τιµή της
dy

dx
για t = π

3 .

(β) Να ϐρείτε την
d2y

dx2
.

Λύση

(α) Είναι
dx

dt
= 1 − συνt και

dy

dt
= −ηµt και άρα για t ∈ [0, 2π] − {x ∈ [0, 2π] | συνt =

1} = [0, 2π]− {0, 2π} = (0, 2π),

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
ηµt

συνt− 1
=⇒ dy

dx

∣∣∣
t=π

3

=
ηµ
(
π
3

)
συν

(
π
3

)
− 1

=

√
3
2

1
2 − 1

= −
√
3

(β) Είναι για t ∈ (0, 2π)

d

dt

(
dy

dx

)
=

d

dt

(
ηµt

συνt− 1

)
=

(ηµt)′ · (συνt− 1)− ηµt · (συνt− 1)′

(συνt− 1)2

=
συνt · (συνt− 1) + ηµt · ηµt

(συνt− 1)2
=

συν2t− συνt+ ηµ2t

(συνt− 1)2

=
1− συνt

(1− συνt)2
=

1

1− συνt

και αρα

d2y

dx2
=

d
dt

(
dy
dx

)
dx
dt

=
1

1−συνt

1− συνt
=

1

(συνt− 1)2

Σχήµα 10.15: ΄Ασκηση 2
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΄Ασκηση 3

Παραµετρική καµπύλη (C) ορίζεται από τις εξισώσεις :
x(t) = et

y(t) = e−2t

, t ∈ R

(α) Να εξετάσετε κατά πόσο το σηµείο A(1, 1) ανήκει στην καµπύλη.

(β) Να δείξετε ότι

y−2 d
2y

dx2
+ 2x3

dy

dx
− 2 = 0.

Λύση

(α) ΄Εχουµε x(t) = 1 ⇔ et = 1 ⇔ t = 0 και y(0) = e0 = 1. Συνεπώς, το σηµείο A(1, 1)
ανήκει στην καµπύλη.

(β) Είναι
dx

dt
= et και

dy

dt
= −2e−2t

και άρα για t ∈ R

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

= −2e−3t =⇒ d2y

dx2
=

d
dt

(
dy
dx

)
dx
dt

=
6e−3t

et
= 6e−4t

Συνεπώς, για y ̸= 0,

y−2 d
2y

dx2
+ 2x3

dy

dx
− 2 = e4t · 6e−4t + 2e3t · (−2e−3t)− 2 = 6− 4− 2 = 0.

Σηµείωση: Για την καρτεσιανή µορφή της εξίσωσης της καµπύλης, αρκεί να παρατηρήσουµε
ότι για κάθε t ∈ R είναι x(t), y(t) > 0 και y(t) = 1

(et)2
= 1

x2(t)
(και αντίστροφα). ΄Ετσι, η

καρτεσιανή εξίσωση της καµπύλης (C) είναι η y = 1/x, x > 0.

΄Ασκηση 4

Παραµετρική καµπύλη ορίζεται από τις εξισώσεις :
x(t) = 2+t

1+2t

y(t) = 3+2t
t

, t ∈
(
−∞,−1

2

)

(α) Να δείξετε ότι
dy

dx
=

(1 + 2t)2

t2
.

(β) Να υπολογίσετε την τιµή της =
d2y

dx2
για x = 0.
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Σχήµα 10.16: ΄Ασκηση 3

Λύση

(α) Είναι για t ∈
(
−∞,−1

2

)
dx

dt
= − 3

(1 + 2t)2
και

dy

dt
=

3

t2

και άρα για t ∈
(
−∞,−1

2

)
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
− 3

t2

3
(1+2t)2

= −(1 + 2t)2

t2
.

(β) ΄Εχουµε για t ∈
(
−∞,−1

2

)
d

dt

(
dy

dx

)
= −(t2)′ · (1 + 2t)2 − t2 · [(1 + 2t)2]′

t4
= −(2t) · (1 + 4t+ 4t2)− t2 · 4(1 + 2t)

t4

= −2t
1 + 4t+ 4t2 − 2t · (1 + 2t)

t4
= −2

1 + 4t+ 4t2 − 2t− 4t2

t3

= −2(1 + 2t)

t3

και άρα

d2y

dx2
=

d
dt

(
dy
dx

)
dx
dt

=
−2(1+2t)

t3

− 3
(1+2t)2

=
2(1 + 2t)3

3t3

Τώρα,

x(t) = 0 ⇔ 2 + t

1 + 2t
= 0 ⇔ t = −2

και αρα
d2y

dx2

∣∣∣
x=0

=
d2y

dx2

∣∣∣
t=−2

=
9

4
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΄Ασκηση 5

Παραµετρική καµπύλη (K) ορίζεται από τις εξισώσεις :
x(t) = t2 − 2

y(t) = t3

3 − t

, t ∈ (0,+∞)

Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της καµπύλης (K) στο σηµείο της µε t = 3.

Λύση

Είναι για t ∈ (0,+∞)

dx

dt
= 2t και

dy

dt
= t2 − 1

΄Αρα, η κλίση της εφαπτοµένης της πιο πάνω καµπύλης στο σηµείο της µε t = 3 είναι λ =
dy

dx

∣∣∣
t=3

=
4

3
.

Είναι x(3) = 7 και y(3) = 6. Συνεπώς, η εξίσωση της εφαπτοµένης της καµπύλης στο σηµείο
της (x(3), y(3)) = (7, 6) είναι η

y − 6 =
4

3
· (x− 7) δηλ. η 4x− 3y − 10 = 0

΄Ασκηση 6

Παραµετρική καµπύλη (K) ορίζεται από τις εξισώσεις :
x(t) = 2ηµ(2t)

y(t) = 2ηµt
, t ∈ [0, π]

Να ϐρείτε τα σηµεία της καµπύλης (K), στα οποία έχει οριζόντιες και κατακόρυφες
εφαπτοµένες.

Λύση

Είναι για t ∈ [0, π],

dx

dt
= 4συν(2t) και

dy

dt
= 2συνt

Η πιο πάνω καµπύλη έχει οριζόντια εφαπτοµένη στα σηµεία t ∈ [0, π] στα οποία dy/dt = 0, δηλ.
στα σηµεία εκείνα του [0, π] τέτοια ώστε συνt = 0, δηλ. στο t = π/2. ΄Ετσι, το Ϲητούµενο σηµείο
έχει συντεταγµένες (x(π/2), y(π/2)) = (0, 2). Η πιο πάνω καµπύλη έχει οριζόντια εφαπτοµένη
στα σηµεία t ∈ [0, π] στα οποία dx/dt = 0, δηλ. στα σηµεία εκείνα του [0, π] τέτοια ώστε
συν(2t) = 0, δηλ. στα t = π/4, 3π/4. ΄Ετσι, τα Ϲητούµενα σηµεία έχουν συντεταγµένες

(x(π/4), y(π/4)) = (2,
√
2) και (x(3π/4), y(3π/4)) = (−2,

√
2)
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΄Ασκηση 7

Παραµετρική καµπύλη (K) ορίζεται από τις εξισώσεις :
x(t) = 1 + ηµt

y(t) = συν2t
, t ∈ (0, π)

Να ϐρείτε την εξίσωση της κάθετης της καµπύλης (K) στο σηµείο της µε x = 5
4 .

Λύση

Είναι για t ∈ (0, π),
dx

dt
= συνt και

dy

dt
= −2ηµt · συνt

άρα για t ∈ R− {π/2},

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
−2ηµt · συνt

συνt
= −2ηµt = −2(x(t)− 1).

και αρα

λεφ.(5/4) =
dy

dx

∣∣∣
x=π/4

= −2

(
5

4
− 1

)
= −1

2

(η κλίση της εφαπτόµενης της καµπύλης στο σηµείο της µε x = 5/4)
και

λκάθ.(5/4) = − 1

λεφ.(5/4)
= 2.

Για x = 5
4 είναι

ηµt =
5

4
− 1 =

1

4
και y = συν2t = 1− ηµ2t = 1− 1

16
=

15

16

και έτσι η εξίσωση της κάθετης της καµπύλης στο σηµείο της
(
5
4 ,

15
16

)
είναι η

y − 15

16
= 2

(
x− 5

4

)
δηλ. η 16y − 32x+ 25 = 0

Σηµείωση: Εύκολα ϐρίσκουµε ότι η καρτεσιανή µορφή της εξίσωσης της καµπύλης είναι η

y = 1− (x− 1)2, x ∈ (1, 2).
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10.10 Παράγωγος αντίστροφης συνάρτησης

∆ραστηριότητες σελ. 133-134

΄Ασκηση 1

Με τη χρήση του ϑεωρήµατος της παραγώγου αντίστροφης συνάρτησης, να αποδείξετε
ότι :

(ax)′ = ax · ln a, ∀x ∈ R, a ∈ R+ − {1}.

Λύση

Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x) = loga(x). Τότε, η f(x) = ax, x ∈ R είναι η αντίστροφη της g.
΄Ετσι, για x ∈ R, από το Θεώρηµα παραγώγισης αντίστροφης συνάρτησης έχουµε

f ′(x) = (ax)′ =
1

g′(f(x))
=

1

(loga(a
x))′

=
1
1

ax·ln a

= ax · ln a.

΄Ασκηση 2

∆ίνεται παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R µε τύπο y = f(x), η οποία αντιστρέφεται.
Αν η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σηµείο A(−1, 3) και η κλίση της στο A
ισούται µε −1/4, να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της
f−1 για x = 3.

Λύση

A(−1, 3) ∈ Gr(f) =⇒ f(−1) = 3 και αφού η f είναι αντιστρέψιµη, έπεται ότι f−1(3) = −1. Η
κλίση της εφαπτοµένης του γραφήµατος της f στο σηµείο A(−1, 3) είναι −1/4, δηλ. f ′(−1) =
−1/4. Η κλίση της εφαπτοµένης του γραφήµατος της f−1 για x = 3 δίνεται από το Θεώρηµα
παραγώγισης αντίστροφης συνάρτησης :

(f−1)′(3) =
1

f ′(f−1(3))
=

1

f ′(−1)
= −4.

΄Αρα η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f−1 στο σηµείο (3, f−1(3)) =
(3,−1) είναι η y + 1 = (f−1)′(3) · (x− 3), δηλ. η y + 1 = −4 · (x− 3), δηλ. η y + 4x− 11 = 0.

΄Ασκηση 3

∆ίνεται η συνάρτηση f : (0,+∞) → (0,+∞) µε τύπο:

f(x) =
x2

x+ 1
.

Να υπολογίσετε την τιµή (f−1)′
(
1

2

)
.

Λύση

1ος τρόπος (µε το Θεώρηµα παραγώγισης αντίστροφης συνάρτησης)
Βήµα 1: ∆είχνω ότι η συνάρτηση είναι αντιστρέψιµη.
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Ειναι 1-1:
έστω x1, x2 ∈ (0,+∞) µε f(x1) = f(x2). Τότε

f(x1) = f(x2) ⇔ x21
x1 + 1

=
x22

x2 + 1
⇔ x21(x2 + 1) = x22(x1 + 1)

⇔ x21x2 + x21 − x22x1 − x22 = 0

⇔ x1x2(x1 − x2) + x21 − x22 = 0

⇔ x1x2(x1 − x2) + (x1 − x2)(x1 + x2) = 0

⇔ (x1 − x2)(x1x2 + x1 + x2) = 0

΄Αρα είτε x1 = x2 είτε x1x2 + x1 + x2 = 0, δηλαδή αν x1x2 = −(x1 + x2). Η δεύτερη δεν µπορεί
να ισχύει αφού x1, x2 > 0 (τότε x1x2 > 0 και x1 + x2 > 0 ⇒ −(x1 + x2) < 0). ΄Αρα x1 = x2.

Εύκολα δείχνουµε ότι η f είναι επί (του συνόλου (0,+∞)).
΄Αρα, υπάρχει η f−1 : (0,+∞) → (0,+∞).

Βήµα 2: Πληρούνται οι υποθέσεις του Θεωρήµατος παραγώγισης αντίστροφης συνάρτησης :

(f−1)′
(
1

2

)
=

1

f ′
(
f−1

(
1

2

)) .

Βήµα 3:

f−1

(
1

2

)
= x ⇔ f(x) =

1

2
⇔ x2

x+ 1
=

1

2
⇔ 2x2 − x− 1 = 0

⇔ (2x+ 1)(x− 1) = 0 ⇔ (x = −1/2) ∨ (x = 1)

και αφού το πεδίο ορισµού της f είναι το διάστηµα (0,+∞), έχουµε ότι x = 1.

Βήµα 4: Βρίσκω την f ′

f ′(x) =
x(x+ 2)

(x+ 1)2
, x > 0.

Βήµα 5:

(f−1)′
(
1

2

)
=

1

f ′
(
f−1

(
1

2

)) =
1

f ′(1)
=

1
3

4

=
4

3
.

2ος τρόπος (ϐρίσκοντας την αντίστροφη συνάρτηση)
Βρίσκουµε ότι f−1 : (0,+∞) → (0,+∞) µε τύπο

f−1(x) =
1

2
· (x+

√
x2 + 4x).

Βρίσκουµε:

(f−1)′(x) =
x+ 2

2
√
x2 + 4x

+
1

2
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και άρα

(f−1)′
(
1

2

)
=

4

3
.

Σηµείωση: Ο δεύτερος τρόπος είναι πιο χρονοβόρος, γι΄ αυτό είναι µια καλή ευκαιρία να
τονίσουµε τη ’δύναµη’ του Θεωρήµατος παραγώγισης αντίστροφης συνάρτησης.

΄Ασκηση 4

Να ϐρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων:
(α) f(x) = ln(3x), x ∈ (0,+∞)
(β) f(x) = ln4 x, x ∈ (0,+∞)
(γ) f(x) = ln(x2 − 5x), x ∈ (−∞, 0, ) ∪ (5,+∞)
(δ) f(x) = ln(ηµx), x ∈ A = {x|ηµx > 0}
(ε) f(x) = ln(x3συνx), x ∈ A = {x|x3συνx > 0}
(στ) f(x) = ln

(
x2+1
x−1

)
, x > 1

(ζ) f(x) = x2 ln(x+ 8), x > −8
(η) f(x) = ln (ex + e−x) , x ∈ R
(θ) f(x) = ln

(
x+

√
x2 + 1

)
, x > 0

(ι) f(x) = log
(√

4− x2
)
, x ∈ [−2, 2]

(ια) f(x) = log5(
3
√
x+ 8), x ∈

(
−8

5
,+∞

)
(ιβ) f(x) =

1 + lnx

x2
, x > 0

(ιγ) f(x) = 2x
2+1, x ∈ R

(ιδ) f(x) = xηµx, x ∈ R+ − {1}

Λύση

Τα πεδία ορισµού των προς παραγώγιση συναρτήσεων δίνονται έτσι ώστε οι εν λόγω συναρτήσεις
να είναι καλά ορισµένες (να ορίζονται) καθώς και παραγωγίσιµες. ΄Ετσι, δε χρειάζεται να ανη-
συχούµε κάθε ϕορά για το σύνολο {x ∈ R | ∃ f ′}.

(α) f(x) = ln(3x) ⇒ f ′(x) = (3x)′ ln(3x) = 3 ln(3x), x ∈ (0,+∞).

(β) f(x) = ln4 x ⇒ f ′(x) = 4 ln3 x(lnx)′ = 4 ln3 x · 1
x
, x ∈ (0,+∞)

(γ) f(x) = ln(x2 − 5x), x ∈ A = (−∞, 0, ) ∪ (5,+∞). ΄Εχουµε για x ∈ A :

f ′(x) = (ln(x2 − 5x))′ =
(x2 − 5x)′

x2 − 5x
=

2x− 5

x2 − 5x
.

(δ) f(x) = ln(ηµx), x ∈ A = {x|ηµx > 0}. ΄Εχουµε για x ∈ A :

f ′(x) = (ln(ηµx))′ =
(ηµx)′

ηµx
=

συνx
ηµx

= σφx.
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(ε) f(x) = ln(x3συνx), x ∈ A = {x|x3συνx > 0}. ΄Εχουµε για x ∈ A :

f ′(x) = (ln(x3συνx))′ =
(x3συνx)′

x3συνx
=

(x3)′ · συνx+ x3 · (συνx)′

x3συνx

=
3x2 · συνx− x3 · ηµx

x3συνx
=

x2(3συνx− xηµx)
x3συνx

=
3συνx− xηµx

xσυνx
=

3

x
− εφx

(στ) f(x) = ln
(
x2+1
x−1

)
, x > 1. ΄Εχουµε για x > 1 :

f(x) = ln

(
x2 + 1

x− 1

)
= ln(x2 + 1)− ln(x− 1)

=⇒ f ′(x) = (ln(x2 + 1))′ − (ln(x− 1))′ =
(x2 + 1)′

x2 + 1
− (x− 1)′

x− 1

=
2x

x2 + 1
− 1

x− 1
=

x2 − 2x− 1

(x2 + 1) · (x− 1)

(ζ) f(x) = x2 ln(x+ 8), x > −8. ΄Εχουµε για x > 1 :

f ′(x) = (x2 ln(x+ 8))′ = (x2)′ ln(x+ 8) + x2(ln(x+ 8))′

= 2x ln(x+ 8) + x2 · (x+ 8)′

x+ 8

= 2x ln(x+ 8) + x2 · 1

x+ 8
= 2x ln(x+ 8) +

x2

x+ 8
.

(η) f(x) = ln (ex + e−x) , x ∈ R. ΄Εχουµε για R :

f ′(x) =
(ex + e−x)′

ex + e−x
=

ex − e−x

ex + e−x

·ex
=

e2x − 1

e2x + 1
.

(θ) f(x) = ln
(
x+

√
x2 + 1

)
, x > 0. ΄Εχουµε για x > 0 :

f ′(x) =
(x+

√
x2 + 1)′

x+
√
x2 + 1

Αλλά

(x+
√

x2 + 1)′ = 1 +
(x2 + 1)′

2
√
x2 + 1

= 1 +
2x

2
√
x2 + 1

= 1 +
x√

x2 + 1
=

x+
√
x2 + 1√

x2 + 1

και άρα

f ′(x) =

x+
√
x2+1√

x2+1

x+
√
x2 + 1

=
1√

x2 + 1
.
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(ι) f(x) = log
(√

4− x2
)
, x ∈ [−2, 2]. ΄Εχουµε για x ∈ (−2, 2) :

f(x) = log
(√

4− x2
)
=

1

2
· log

(
4− x2

)
και άρα

f ′(x) =
1

2 · ln 10
· (4− x2)′

4− x2
=

x

ln 10 · (x2 − 4)
.

(ια) f(x) = log5(
3
√
x+ 8), x ∈

(
−8

5
,+∞

)
. ΄Εχουµε για x > −8

5
:

f ′(x) =
( 3
√
x+ 8)′

3
√
x+ 8

· 1

ln 5
=

1

3
(x+ 8)−2/3(x+ 8)′

3
√
x+ 8

· 1

ln 5

=
1

3 3
√
x+ 8 · (x+ 8)2/3

· 1

ln 5

=
1

3 ln 5(x+ 8)
.

(ιβ) f(x) =
1 + lnx

x2
, x > 0. ΄Εχουµε για x > 0 :

f ′(x) =
(lnx+ 1)′ · x2 − (lnx+ 1) · (x2)′

x4
=

1
x · x2 − (lnx+ 1)2x

x4

=
x− 2x lnx− 2x

x4
= −1 + 2 lnx

x3
.

(ιγ) f(x) = 2x
2+1, x ∈ R. ΄Εχουµε για x ∈ R :

f ′(x) = (x2 + 1)′ · ln 2 · 2x2+1 = x · 2x2+2 · ln 2.

(ιδ) f(x) = xηµx, x ∈ R+ − {1}. ΄Εχουµε για x ∈ R+ − {1} :

y = xηµx ⇐⇒ ln y = lnxηµx ⇐⇒ ln y = ηµx · lnx

⇐⇒ y′

y
= (ηµx lnx)′ ⇐⇒ y′

y
= (ηµx)′ · lnx+ ηµx · (lnx)′

⇐⇒ y′ = y ·
(

συνx · lnx+ ηµx · 1
x

)

⇐⇒ y′ = xηµx ·
(

συνx · lnx+ ηµx · 1
x

)
.
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΄Ασκηση 5

∆ίνεται η καµπύλη µε εξίσωση

αx2 + βxy2 = ln(x2 − 3) + 1, x ∈ (−∞,−
√
3) ∪ (

√
3,+∞), α, β ∈ R.

αν η εφαπτοµένη ευθεία της καµπύλης στο σηµείο της A(2, 1) είναι παράλληλη µε την
ευθεία (ε) : x+ y = 5, να υπολογίσετε τις τιµές των α και β.

Λύση

Το β δεν µπορεί να είναι =0 (σκεφτείτε γιατί). Αφού το σηµείο A(2, 1) διέρχεται από το γράφηµα
της καµπύλης, έπεται ότι εξίσωση ότι 4α+2β = 1. Αφού η εφαπτόµενη ευθεία είναι παράλληλη
µε την ευθεία µε εξίσωση x + y = 5, αυτές ϑα έχουν την ίδια κλίση, δηλ. y′(2) = λεφ = −1.
΄Εχουµε για x ∈ (−∞,−

√
3) ∪ (

√
3,+∞)

αx2 + βxy2 = ln(x2 − 3) + 1
d/dx⇐⇒ 2αx+ 2βy2 + 2βxyy′ =

(x2 − 3)′

x2 − 3

⇐⇒ αx+ βy2 + βxyy′ =
x

x2 − 3

β ̸=0⇐⇒ y′ =
1

βxy

(
x

x2 − 3
− αx− βy2

)
΄Αρα

y′(2) = 1 ⇐⇒ 1

2β · 1

(
2

22 − 3
− 2α− β · 12

)
⇐⇒ 4α− 3β = 4

Λύνουµε το σύστηµα

{
4α− 3β = 4

4α+ 2β = 1
και ϐρίσκουµε

α =
11

20
β = −3

5
.

΄Ασκηση 6

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f(x) =
ln2 x

x
, x ∈ R+.

Να ϐρείτε τα σηµεία της γραφικής παράστασης της f , στα οποία έχει οριζόντιες εφαπτο-
µένες.

Λύση

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) =
(2− lnx) · lnx

x2

΄Εστω (a, b) σηµείο του γραφήµατος της f στο οποίο έχει οριζόντια εφαπτοµένη. Τότε

dy

dx

∣∣∣
(a,b)

= 0 ⇐⇒ (2− ln a) · ln a
a2

= 0 ⇐⇒ (ln a = 2) ∨ (ln a = 0) ⇐⇒ (a = e2) ∨ (a = 1)
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Είναι f(1) = 0 και f(e2) = 4
e2

και αρα τα Ϲητούµενα σηµεία είναι τα
(
e2, 4

e2

)
και (1, 0).

΄Ασκηση 7

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = x
1
x , x ∈ R+ − {1}. Να ϐρείτε τα σηµεία της

γραφικής παράστασης της συνάρτησης f , στα οποία οι εφαπτοµένες της είναι παράλληλες
στον άξονα x′x.

Λύση

΄Εχουµε:

f(x) = x
1
x

Λογαριθµούµε αµφότερα µέλη ⇐⇒ ln(f(x)) = ln(x
1
x )

⇐⇒ ln(f(x)) =
1

x
· lnx

Παραγωγίζουµε αµφότερα µέλη ⇐⇒ [ln(f(x))]′ =

(
1

x
· lnx

)′

⇐⇒ f ′(x)

f(x)
= − lnx

x2
+

1

x2

Λύνουµε ως προς f ′(x) :

f ′(x) = f(x) ·
(
− lnx

x2
+

1

x2

)
= x

1
x ·
(
− lnx

x2
+

1

x2

)
Τα σηµεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f , στα οποία οι εφαπτοµένες της είναι
παράλληλες στον άξονα x′x είναι αυτά τα οποία ικανοποιούν την f ′(x) = 0. ΄Εχουµε

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x
1
x ·
(
− lnx

x2
+

1

x2

)
= 0

⇐⇒ − lnx

x2
+

1

x2
= 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e

και αρα έχουµε ενα µόνο σηµείο, το (e, f(1/e)) =
(
e, e

1
e

)
.

΄Ασκηση 8

Παραµετρική καµπύλη (K) ορίζεται από τις εξισώσεις
x = et − 1

y = ln(1− t)

, t ∈ [0, 1).

Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της καµπύλης (K) στο σηµείο της µε x = 0.
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Λύση

΄Εχουµε για t ∈ [0, 1)
dy

dt
= et και

dx

dt
=

1

t− 1
και αρα

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
1

et(t− 1)
=⇒ d2y

dt2
=

d
dt

(
dy
dx

)
dx
dt

= 6e−4t

Είναι x(t) = 0 ⇐⇒ et = 1 ⇐⇒ t = 0. ΄Αρα η κλίση της εφαπτοµένης της καµπύλης αυτής στο
σηµείο της µε x = 0 είναι

dy

dx

∣∣∣
x=0

=
1

e0(0− 1)
= −1

Επίσης, y(0) = ln(1− 0) = 0. ΄Ετσι, η εξίσωση της εφαπτοµένης της καµπύλης στο σηµείο της
(0, 0) είναι η y = −x.

΄Ασκηση 9

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f(x) = ln(2x+ e3g(x)), x ∈ (0,+∞).

Αν η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο x0 = 0 και g(0) = 0, να δείξετε ότι :

f ′(0)− 3g′(0) = 2.

Λύση

Αναδιατύπωση:
∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο

f(x) = ln(2x− e−3g(x)), x ∈ [−1,+∞),

όπου η συνάρτηση g : R → R είναι παραγωγίσιµη και τέτοια ώστε e−3g(x) > 2x, ∀x ∈
[−1,+∞) και g(0) = 0. Να δείξετε ότι :

f ′(0)− 3g′(0) = 2.

Είναι για x > −1

f ′(x) =
(2x− e−3g(x))′

2x+ e−3g(x)
=

2 + 3g′(x)e−3g(x)

2x+ e−3g(x)

⇒ f ′(0) =
2 + 3 · g′(0) · e−3g(0)

2 · 0 + e−3g(0)
= 2 + 3g′(0)

⇒ f ′(0)− 3g′(0) = 2.
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10.11 ∆ραστηριότητες ενότητας

∆ραστηριότητες σελ. 139-144 (ενότητας)

΄Ασκηση 1

Να χαρακτηρίσετε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ κάθε µια από τις παρακάτω προτάσεις, δικαιολο-
γώντας τις απαντήσεις σας :
(α) Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ΄ ενα σηµείο x0, τότε είναι και συνεχής στο
σηµείο αυτό.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(β) Η συνάρτηση f µε τύπο f(x) =
√
x, x ≥ 0 είναι παραγωγίσιµη στο 0.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(γ) Η συνάρτηση f µε τύπο f(x) =

{
2x, x > 1

x2, x ≤ 1
είναι παραγωγίσιµη στο x0 = 1.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(δ) Για τη συνάρτηση f µε τύπο f(x) = συνx, x ∈ R ισχύει f ′′(0) = 0.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(ε) Αν µια (παραγωγίσιµη) συνάρτηση f έχει πεδίο ορισµού το σύνολο A, τότε και η πα-
ϱάγωγος f ′ έχει πεδίο ορισµού το A.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(στ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f µε τύπο f(x) = x3 + x, x ∈ R. Ο στιγµιαίος ϱυθµός
µεταβολής της f ως προς x, όταν x = 1, ισούται µε 3.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(ζ) Ο αριθµός f ′(x0) εκφράζει γεωµετρικά την κλίση της εφαπτοµένης της γραφικής πα-
ϱάστασης της f στο σηµείο M(x0, f(x0)).

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(η) Αν µια συνάρτηση f έχει δεύτερη παράγωγο στο x0, τότε η παράγωγος f ′ είναι συνεχής
στο x0.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(θ) Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R, τότε ισχύει

(f(f(x)))′ = (f ′(x))2, ∀x ∈ R.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(ι) Αν µια συνάρτηση f είναι άρτια και παραγωγίσιµη στο R, τότε η παράγωγος f ′ είναι
περιττή.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(ια) Μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ µε f ′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ ∆.
Τότε η γραφική της παράσταση δε δέχεται οριζόντια εφαπτοµένη.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ
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΄Ασκηση 1-συνέχεια από την προηγούµενη σελίδα

(ιβ) Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f µε τύπο f(x) = lnx, x >
0 στο σηµείο (x0, f(x0)) είναι κάθετη στην ευθεία µε εξίσωση y = −1

2x+ 5. Τότε x0 = 2.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

(ιγ) Οι καµπύλες δυο συναρτήσεων f και g τέµνονται στο σηµείο µε τετµηµένη x0. Αν
f ′(x0) = g′(x0), τότε οι εφαπτόµενες στο σηµείο αυτό έχουν τις ίδιες εξισώσεις.

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

Λύση (α) ΣΩΣΤΟ Μάλιστα, είναι πολύ σηµαντικό αποτέλεσµα και γι΄ αυτό ϑα ξαναδούµε την
απόδειξή του:

Παραγωγίσιµη⇒συνεχής

΄Εστω f : A → B µια συνάρτηση η οποία είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο x0 ∈ A. Τότε
είναι συνεχής στο x0.

Απόδειξη. Από υπόθεση, η f ′(x0) υπάρχει, δηλ. υπάρχει το f ′(x0) ≡ lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
και

είναι πραγµατικός αριθµός. ΄Εχουµε:

lim
x→x0

(f(x)− f(x0)) = lim
x→x0

[
f(x)− f(x0)

x− x0
· (x− x0)

]
= lim

x→x0

[
f(x)− f(x0)

x− x0

]
· lim
x→x0

(x− x0)

Αλλά, limx→x0(x − x0) = x0 − x0 = 0 και limx→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

= f ′(x0). ΄Ετσι, limx→x0(f(x) −
f(x0)) = 0, δηλ. limx→x0 f(x) − limx→x0 f(x0) = 0, δηλ. limx→x0 f(x) − f(x0) = 0, δηλ.
limx→x0 f(x) = f(x0) και αρα η f είναι συνεχής στο x0.

(β) ΛΑΘΟΣ

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

√
x

x
= lim

x→0+

1√
x

= +∞

και άρα δεν υπάρχει η f ′
+(0) (παρόλο που η f ορίζεται στο x = 0 και είναι µάλιστα συνεχής στο

σηµείο αυτό).
(γ) ΛΑΘΟΣ ∆εν είναι καν συνεχής στο x0 = 1, αρα πόσο µάλλον παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό :

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(2x) = 2 ̸= 1 = lim
x→1−

(x2) = lim
x→1−

f(x).

(δ) ΛΑΘΟΣ Είναι f ′(x) = −ηµx, ∀x ∈ R και αρα f ′′(x) = −συνx, ∀x ∈ R. Συνεπώς,

f ′′(0) = −συν0 = −1.

(ε) ΛΑΘΟΣ Πάρτε για παράδειγµα τη συνάρτηση του ερωτήµατος (β).

(στ) ΛΑΘΟΣ ΄Εχουµε

f(x) = x3 + x, ∀x ∈ R ⇒ f ′(x) = 3x2 + 1, ∀x ∈ R ⇒ f ′(1) = 4,
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Σχήµα 10.17: Η συνάρτηση της 1(γ)

δηλ. ο ϱυθµός µεταβολής της συνάρτησης όταν x = 1 ισούται µε 4.

(ζ) ΣΩΣΤΟ Ανάτρεξε στη Θεωρία

(η) ΣΩΣΤΟ Αν η f ′′ υπάρχει, δηλ. η f ′ είναι παραγωγίσιµη, έπεται (δες το πρώτο ερώτηµα) ότι (η
f ′) είναι συνεχής συνάρτηση.

(θ) ΛΑΘΟΣ Πάρτε για παράδειγµα την f(x) = x2, x ∈ R. Είναι f ′(x) = 2x, ∀x ∈ R και

(f(f(x)))′ = f ′(f(x)) · f ′(x) = f ′(x2) · 2x = 2x2 · 2x = 4x3

(ή απευθείας, αφού f(f(x)) = x4) και (f ′(x))2 = 4x2. Για x = −1 είναι (f(f(−1)))′ = −4 ̸=
4 = (f ′(−1))2.
Σηµείωση: Στο πιο πάνω παράδειγµα, υπάρχουν σηµεία στα οποία η σχέση είναι αληθής, π.χ.
(f(f(1)))′ = 4 = (f ′(1))2.

(ι) ΣΩΣΤΟ Αν η f είναι άρτια στο R, τότε f(−x) = f(x), ∀x ∈ R και αρα παραγωγίζοντας
αµφότερα µέλη, έχουµε −f ′(−x) = f ′(x), ∀x ∈ R και το Ϲητούµενο έπεται.

(ια) ΣΩΣΤΟ Αφού f ′(x) ̸= 0, ∀x ∈ ∆.

(ιβ) ΛΑΘΟΣ Η κλίση της εφαπτοµένης του γραφήµατος της f στο τυχόν x0 > 0 είναι f ′(x0) =
1/x0. Η ευθεία µε εξίσωση y = −1/2x + 5 έχει κλίση λ = −1/2. Αν f ′(x0) · λ = −1, τότε
x0 = 1/2.

(ιγ) ΣΩΣΤΟ Σκεφθείτε την ′εξίσωση της εφαπτοµένης΄ (και τη ΄µοναδικότητα του ορίου΄)

΄Ασκηση 2

Στο πιο κάτω σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f.

Να ϐάλετε σε κύκλο τη λανθασµένη πρόταση.

(α) Η f είναι παραγωγίσιµη στο x1.
(β) Η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x2.
(γ) Η γραφική παράσταση της f δέχεται εφαπτοµένη στο x3.
(δ) Η f είναι παραγωγίσιµη στο x4.
(ε) Η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x5.
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Σχήµα 10.18: ΄Ασκηση 2

Λύση

Η λανθασµένη απάντηση είναι η ′
(δ) Η f είναι παραγωγίσιµη στο x′4 αφού η συνάρτηση δεν

είναι καν συνεχής στο σηµείο αυτό. Για τις υπόλοιπες προτάσεις :
(α) Η f είναι παραγωγίσιµη στο x1 και µάλιστα ϕαίνεται να είναι f ′(x1) = 0 (ύπαρξη οριζόντιας
εφαπτοµένης στο σηµείο αυτό).
(β) Η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x2 αφού (ϕαίνεται) να σχηµατίζει γωνιά (το x2 είναι γωνιακό
σηµείο του γραφήµατός της).
(γ) Η γραφική παράσταση της f δέχεται εφαπτοµένη στο x3 και µάλιστα ϕαίνεται να έχει ορι-
Ϲόντια εφαπτοµένη στο σηµείο αυτό.
(ε) Η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x5 αφού δεν είναι συνεχής στο σηµείο αυτό.

΄Ασκηση 3

Στο πιο κάτω σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f.
Να ϐρείτε τις τιµές του x για τις οποίες :

(α) η συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιµη

(β) η γραφική παράσταση της συνάρτησης f δε δέχεται εφαπτοµένη

(γ) η γραφική παράσταση της συνάρτησης f δέχεται κατακόρυφη εφαπτοµένη.

Λύση

Θα απαντήσουµε σε όλα τα ερωτήµατα µεµιάς.
Στα σηµεία µε x = −2, x = 0, και x = 1 το γράφηµα της f σχηµατίζει γωνίες, άρα η f δεν
είναι παραγωγίσιµη. Ιδιαίτερα στο σηµείο µε x = 0 η γραφική παράσταση της συνάρτησης f
δέχεται κατακόρυφη εφαπτοµένη. Στα σηµεία µε x = −1 και x = 2, η συνάρτηση είναι
ασυνεχής, άρα ούτε και παραγωγίσιµη. Τέλος, στο x = 4 έχουµε κατακόρυφη εφαπτοµένη,
άρα η f δεν είναι παραγωγίσιµη.
΄Επεται ότι στα σηµεία x στα οποία η f δεν είναι παραγωγίσιµη και δεν έχει κατακόρυφη εφα-
πτοµένη (δηλ. στα σηµεία µε x = ±1,±2), η γραφική παράσταση της συνάρτησης f δε δέχεται
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Σχήµα 10.19: ΄Ασκηση 3

εφαπτοµένη.

΄Ασκηση 4

(α) ΄Εστω µια συνάρτηση f και x0 ενα σηµείο του πεδίου ορισµού της. Πότε η f λέγεται
παραγωγίσιµη στο x0;

(β) ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R µε τύπο f(x) = xσυν|x| − x. Με τη ϐοήθεια του
ορισµού, να ϐρείτε την παράγωγο της f στο σηµείο x0 = 0.

Λύση

(α) Η f λέγεται παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της αν το όριο

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

υπάρχει και είναι πραγµατικός αριθµός.

(ϐ) Κατ′αρχάς, το x0 = 0 ανήκει στο π.ο. της f. Αφού |x| =

{
x, x ≥ 0

−x, x < 0
, έχουµε

f(x) = xσυν|x| − x =

{
xσυνx− x, x ≥ 0

xσυν(−x)− x, x < 0.

Εξετάζουµε τη συνέχεια της f στο σηµείο x0 = 0 :

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(xσυνx− x) = 0 · συν0− 0 = 0

και
lim

x→0−
f(x) = lim

x→0−
(xσυν(−x)− x) = 0 · συν0− 0 = 0

και άρα
lim
x→0

f(x) = 0 = f(0)
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δηλ. η συνάρτηση είναι συνεχής στο σηµείο x0 = 0 :
∆ιαφορετικά: η f είναι παντού συνεχής ώς σύνθεση συνεχών συναρτήσεων
Εξετάζουµε την παραγωγισιµότητα της f στο σηµείο x0 = 0 :

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

xσυνx− x

x

το οποίο είναι απροσδιόριστη µορφή 0/0. Αίρουµε την απροσδιοριστία :

lim
x→0+

x(συνx− 1)

x
= lim

x→0+
(συνx− 1) = συν0− 1 = 1− 1 = 0

Εντελώς όµοια ϐρίσκουµε ότι f ′
−(0) = 0. Συνεπώς, f ′(0) = 0.

Σηµείωση:

1. Η µελέτη της ύπαρξης της παραγώγου f ′(0) µπορούσε να γίνει και χωρίς τη µελέτη (πρώτα)
της συνέχειας της συνάρτησης στο σηµείο αυτό (γιατί;)

2. Η χάραξη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f γίνεται µε χρήση εργαλείων που
ϑα µάθουµε στην επόµενη τάξη. ΄Οµως, κάνοντας τις πιο κάτω παρατηρήσεις, µπορούµε
να σκεφτούµε πως ϑα είναι η µορφή της :
Κατ′αρχάς, η συνάρτηση είναι περιττή (συµµετρική περί του άξονα των τετµηµένων).
Ο πολλαπλασιασµός της συνάρτηση x 7→ συνx µε την συνάρτηση x 7→ x (δηλ. την ταυτο-
τική συνάρτηση) ′έλκει′ το γράφηµα της πρώτης προς τα πάνω. Ακολούθως, η αφαίρεση
της ταυτοτικής συνάρτησης από τη συνάρτηση x 7→ x · συνx την ′σπρώχνει′ προς τα κάτω.
Το ίδιο µπορούµε να το δούµε και ως εξής : η συνάρτηση x 7→ συνx−1 είναι κατακόρυφη
µετατόπιση της συνάρτησης x 7→ συνx µια µονάδα προς τα κάτω, ενώ ο πολλαπλασιασµός
της x 7→ συνx− 1 µε την ταυτοτική συνάρτηση, την έλκει προς τα κάτω.
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΄Ασκηση 5

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο:

f(x) =

{
ηµx, x ≤ 0

xex, x > 0.

(α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0 = 0.

(β) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο
µε τετµηµένη x0 = 0.

Λύση

(α) Είναι

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

xex

x
= lim

x→0+
ex = elimx→0+ x = e0 = 1

(λόγω της συνέχειας της εκθετικής συνάρτησης στο x0 = 0) και

f ′
−(0) = lim

x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

ηµx
x

= 1

(γνωστό όριο)

΄Αρα το όριο lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
υπάρχει και είναι ίσο µε 1, δηλ. f ′(0) = 1.

(β) Είναι f(0) = 0. Η εξίσωση της εφαπτοµένης του γραφήµατος της f στο σηµείο µε x0 = 0
είναι η

y − f(0) = f ′(0) · (x− 0),

δηλ. η y = x.

΄Ασκηση 6

Αν
lim
x→1

f(x)

x− 1
= 4

και η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 = 1, να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παρα-
γωγίσιµη στο x0 = 1.

Λύση

Θεωρούµε τη συνάρτηση g µε g(x) =
f(x)

x− 1
, x ̸= 1. Τότε για x ̸= 1 είναι f(x) = (x − 1) · g(x)

και αρα
lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(x− 1) · g(x) = 0

Αφού η f είναι συνεχής στο x0 = 1, έχουµε ότι f(1) = lim
x→1

f(x) και τα πιο πάνω δίνουν τελικά

ότι f(1) = 0. Τέλος,

lim
x→1

f(x)

x− 1
= 4 ⇒ lim

x→1

f(x)− 0

x− 1
= 4 ⇒ lim

x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= 4,
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δηλ. f ′(1) = 4.

΄Ασκηση 7

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο:

f(x) =

{
x2 − αx+ 2, x < 1

β
√
x, x ≥ 1.

Να υπολογίσετε τις τιµές των α, β ∈ R για τις οποίες η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη
στο x0 = 1.

Λύση

Κατ′αρχάς, η f είναι καλά ορισµένη αφού για x ≥ 1 έχουµε
√
x ∈ R. Για να είναι παραγωγίσιµη

η συνάρτηση στο σηµείο x0 = 1, πρέπει πρώτα να είναι συνεχής στο σηµείο αυτό, δηλ. να ισχύει

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1−

f(x) = f(1) = β
√
1 = β.

Είναι

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1−

f(x) ⇐⇒

=f(1)=β︷ ︸︸ ︷
lim

x→1+
β
√
x = lim

x→1−
(x2 − αx+ 2)

⇐⇒ β = 3− α.

Ακολούθως, για την πιο πάνω σχέση που συνδέει τα α και β η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη
στο x0 = 1

⇐⇒ lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
⇐⇒ lim

x→1−

x2 − αx+ 2−
=3−α︷︸︸︷
β

x− 1
= lim

x→1+

β
√
x− β

x− 1

⇐⇒ lim
x→1−

x2 − 1− αx+ α

x− 1
= β lim

x→1+

√
x− 1

(
√
x− 1) · (

√
x+ 1)

⇐⇒ lim
x→1−

(x− 1) · (x+ 1)− α(x− 1)

x− 1
= β lim

x→1+

1√
x+ 1

⇐⇒ lim
x→1−

(x− 1) · (x+ 1− α)

x− 1
=

β

1 + 1
⇐⇒ lim

x→1−
(x+ 1− α) =

β

2
⇐⇒ 2− α =

β

2
.

΄Αρα 
β = 3− α

2− α = β
2

⇐⇒ α = 1, β = 2

Για τα α και β αυτά, η συνάρτηση που προκύπτει είναι

f(x) =

{
x2 − x+ 2, x < 1

2
√
x, x ≥ 1.

η οποία είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 = 1.
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Σχήµα 10.20: ΄Ασκηση 7.

΄Ασκηση 8

Πιο κάτω δίνεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f. Να παραστήσετε γραφικά
την παράγωγό της, f ′.

Σχήµα 10.21: ΄Ασκηση 8.

Λύση

Εφόσον η γραφική παράσταση της συνάρτησης f είναι κατα τµήµατα ευθείες, η παράγωγός της
στα αντίστοιχα τµήµατα ϑα είναι σταθερά και ίση µε την κλίση της αντίστοιχης ευθείας. Στα
σηµεία αλλαγής της κλίσης (x = 0, 2, 4, 6) η παράγωγος δεν ορίζεται :
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Σχήµα 10.22: ΄Ασκηση 8/Απάντηση.

΄Ασκηση 9

∆ίνεται η συνάρτηση f : R → R µε τύπο f(x) = xex.
(α) Να προσδιορίσετε τις συναρτήσεις f ′ και f ′′

(β) Να ϐρείτε τις τιµές των α, β, γ ∈ R, ώστε :

αf(x) + βf ′(x) + γf ′′(x) = f(x), ∀x ∈ R

Λύση

(α) Είναι

f(x) = xex, ∀x ∈ R ⇐⇒ f ′(x) = (xex)′, ∀x ∈ R

⇐⇒ f ′(x) = (x)′ex + x · (ex)′, ∀x ∈ R

⇐⇒ f ′(x) = ex + x · ex = (1 + x) · ex, ∀x ∈ R

⇐⇒ f ′′(x) = (f ′(x))′ = [(1 + x) · ex]′, ∀x ∈ R

⇐⇒ f ′′(x) = (1 + x)′ · ex + (1 + x) · (ex)′

⇐⇒ f ′′(x) = ex + (1 + x) · ex, ∀x ∈ R

⇐⇒ f ′′(x) = (x+ 2) · ex, ∀x ∈ R.

∆ιαφορετικά, παρατηρούµε ότι

f ′(x) = ex + x · ex = ex + f(x), ∀x ∈ R

και αρα
f ′′(x) = ex + f ′(x) = ex + ex + x · ex = (x+ 2) · ex, ∀x ∈ R

77



10.11. ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ ΕΝΟΤΗΤΑΣ

(β) Είναι5

αf(x) + βf ′(x) + γf ′′(x) = f(x), ∀x ∈ R

⇐⇒ αxex + β(x+ 1) · ex + γ(x+ 2) · ex = xex, ∀x ∈ R

⇐⇒ (α+ β + γ) · xex + (β + 2γ) · ex = 1 · xex + 0 · ex, ∀x ∈ R

⇐⇒

{
α+ β + γ = 1

β + 2γ = 0
⇐⇒ β = −2γ, α = γ + 1

΄Αρα, έχουµε άπειρες λύσεις, της µορφής

α = γ + 1, β = −2γ, γ ∈ R.

΄Ασκηση 10

Να ϐρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων:

(α) f(x) = x3 − 2x2 + x+ 6 (β) f(x) =
x5

5
− 8

x2 − ln 3

(γ) f(x) = 3
√
x− ηµx+ 5τεµx (δ) f(x) = συν5x− ln 5x− e5.

(ε) f(x) = (x+ 2) lnx (στ) f(x) = x4εφx

(ζ) f(x) =
x

x2 + 4
(η) y =

xηµx
ex + 1

(θ) y = (6x2 − 5)12 (ι) y = εφ(x2) + σφ2x + ln3 x.

(ια) y = ln(x3 − 1) (ιβ) y =
√

ηµ3x

(ιγ) y = ηµ(
√
x+ 1) (ιδ) y = σφ(συνx)

(ιε) y = eσυνx · 37x (ιστ) y =
ex − e−x

ex + e−x

(ιζ) y =
ln 3

√
x3 + 8

3
(ιη) y = xe

x
, x > 0

Λύση

(α) Είναι D(f) = R και η f είναι παραγωγίσιµη στο π.ο. της (ως πολυωνυµική) µε

f ′(x) = (x3 − 2x2 + x+ 6)′ = (x3)′ − 2(x2)′ + x′ + 6′ = 3x2 − 4x+ 1, ∀x ∈ R.

5Η τρίτη ισοδυναµία έπεται λόγω της ισχύς της προηγούµενης για κάθε x ∈ R. Αυτό όµως είναι εκτός σχολικής
ύλης και δικαιολογείται αυστηρά µε το ότι το σύνολο {x, x · ex} είναι γραµµικά ανεξάρτητο επί του R

78



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ

(β) Είναι D(f) = R− {0} και η f είναι παραγωγίσιµη στο π.ο. της (ως σύνθεση τέτοιων) µε

f ′(x) =

(
x5

5
− 8

x2
− ln 3

)′
=

(
x5

5

)′
−
(
8 · x−2

)′
+ (− ln 3)′

=
5x4

5
− 8 ·

(
−2

x3

)
= x4 +

16

x3
, ∀x ∈ R− {0}.

(γ) Είναι D(f) = (R − {kπ/2, k ∈ Z}) ∩ {x > 0} = (0,+∞) − {kπ/2, k ∈ N} := A και η f
είναι παραγωγίσιµη στο π.ο. της (ως σύνθεση τέτοιων) µε

f ′(x) = (3
√
x− ηµx+ 5τεµx)′ = 3(

√
x)′ − (ηµx)′ + 5(τεµx)′ =

3

2
√
x
− συνx+ 5τεµx · εφx

∀x ∈ A.

(δ) Είναι D(f) = R και η f είναι παραγωγίσιµη στο π.ο. της µε

f(x) = (συν5x− ln 5x− e5)′ = −5ηµ5x− (5x)′

5x
− 0 = −5ηµ5x− 1

x
.

(ε) Είναι D(f) = (0,+∞) και η f είναι παραγωγίσιµη στο π.ο. της (ως σύνθεση τέτοιων) µε

f ′(x) = [(x+ 2) lnx]′ = (x+ 2)′ · lnx+ (x+ 2) · (lnx)′ = 1 · lnx+ (x+ 2) · 1
x
= lnx+ 1 +

2

x

∀x ∈ (0,+∞).

(στ) Είναι D(f) = R− {kπ, k ∈ Z} := A και η f είναι παραγωγίσιµη στο π.ο. της (ως σύνθεση
τέτοιων) µε

f ′(x) = (x4εφx)′ = (x4)′ · εφx+ x4 · (εφx)′

= 4x3 · εφx+ x4 · τεµ2x = x3(4εφx+ x · τεµ2x) ∀x ∈ A

(ζ)

Είναι D(f) = R και η f είναι παραγωγίσιµη στο π.ο. της (ως σύνθεση τέτοιων) µε

f ′(x) =

(
x

x2 + 4

)′
=

(x)′ · (x2 + 4)− x · (x2 + 4)′

(x2 + 4)2

=
x2 + 4− x · (2x)

(x2 + 4)2
=

4− x2

(x2 + 4)2
, ∀x ∈ R
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(η) Η συνάρτηση έχει π.ο. το R, είναι παραγωγίσιµη στο π.ο. της µε

y′(x) =

(
xηµx
ex + 1

)′
=

(xηµx)′ · (ex + 1)− xηµx · (ex + 1)′

(ex + 1)2

=
[(x)′ · ηµx+ x · (ηµx)′] · (ex + 1)− xηµx · ex

(ex + 1)2

=
(ηµx+ x · συνx) · (ex + 1)− xηµx · ex

(ex + 1)2

=
ex · ηµx+ ηµx+ x · exσυνx+ x · συνx− x · ex · ηµx

(ex + 1)2

∀x ∈ R.

(θ)

y′ = [](6x2 − 5)12]′ = 12(6x2 − 5)11(6x2 − 5)′ = 12 · 12(6x2 − 5)11 = 144(6x2 − 5)11,

∀x ∈ R.

(ι)

y′(x) = (εφ(x2) + σφ2x + ln3 x)′

= (x2)′τεµ2(x2) + (2x)′(−στεµ2(x2)σφ2x) + 3 ln2 x(lnx)′

= 2xτεµ2(x2)− 2x ln 2στεµ22xσφ2x +
3 ln2 x

x
,

για x > 0.

(ια) Είναι

D(f) = {x ∈ R : x3 − 1 > 0} = {x ∈ R : (x− 1) · (x2 + x+ 1) > 0} = {x > 1} = (1,+∞)

και η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη στο π.ο. της µε

y′(x) = [ln(x3 − 1)]′ =
(x3 − 1)′

x3 − 1
=

3x2

x3 − 1
, ∀x ∈ (1,+∞).

(ιβ) Είναι 6

D(f) = [0, π] ∪ [π, 2π] ∪ [3π, 4π] . . .

και η f είναι παραγωγίσιµη στο D(f) µε

y′(x) =
(
(ηµx)

3
2

)′
=

3

2
· (ηµx)′ · (ηµx)

1
2 =

3

2
· συνx · √ηµx

6Θυµηθείτε τη γνωστή σύµβαση για τον ορισµό της ϱητής δύναµης
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∀x ∈ D(f).

(ιγ)

y′(x) = (
√
x+ 1)′συν(

√
x+ 1) =

(x+ 1)′

2
√
x+ 1

συν(
√
x+ 1) =

1

2
√
x+ 1

συν(
√
x+ 1),

x > −1.

(ιδ) y′ = (συνx)′(−στεµ2(συνx)) = −ηµx(−στεµ2(συνx)) = ηµx · στεµ2(συνx).

(ιε)

y′(x) = (eσυνx · 37x)′ = (eσυνx)′ · 37x + eσυνx · (37x)′

= (συνx)′eσυνx · 37x + eσυνx · (7x)′ ln 3 · 37x

= −ηµxeσυνx · 37x + 7eσυνx ln 3 · 37x

= eσυνx · 37x(7 ln 3− ηµx).

(ιε) Είναι D(f) = R και (πολλαπλασιάζουµε αριθµητή και παρονοµαστή µε ex)

y(x) =
e2x − 1

e2x + 1

Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη στο π.ο. της µε

y′(x) =

(
e2x − 1

e2x + 1

)′
=

(e2x − 1)′ · (e2x + 1)− (e2x − 1) · (e2x + 1)′

(e2x + 1)2

=
2e2x · (e2x + 1)− (e2x − 1) · 2e2x

(e2x + 1)2
= 2e2x · e

2x + 1− e2x + 1

(e2x + 1)2

=
4e2x

(e2x + 1)2
, ∀x ∈ R

(ιζ)

y′(x) =
1

3
(ln

3
√
x3 + 8)′ =

1

3
· [(x

3 + 8)1/3]′

3
√
x3 + 8

=
1

3
·

1

3
· (x3 + 8)−2/3 · (x3 + 8)′

3
√
x3 + 8

=
x2

3(x3 + 8)2/3(x3 + 8)1/3

=
x2

3(x3 + 8)
.
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(ιη) ΄Εχουµε για κάθε x > 0 (λογαριθµική παράγωγος)

y(x) = xe
x ⇐⇒ ln(y(x)) = ln(xe

x
) ⇐⇒ ln(y(x)) = ex ln(x)

⇐⇒ d(ln(y(x)))

dx
=

d(ex ln(x))

dx

⇐⇒ y′(x)

y(x)
= (ex ln(x))′ = (ex)′ · ln(x) + (ex) · (ln(x))′ = ex · ln(x) + ex · 1

x

⇐⇒ y′(x) = y(x)︸︷︷︸
=xex

·ex ·
(
ln(x) +

1

x

)
= xe

x · ex ·
(
ln(x) +

1

x

)

΄Ασκηση 11

∆ίνεται η συνάρτηση f : R → R µε τύπο f(x) = x2 − 4x+ 11. Να ϐρείτε την εξίσωση της
εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f , η οποία να:
(α) είναι παράλληλη µε τον άξονα x′x.

(β) είναι παράλληλη µε την ευθεία µε εξίσωση y = 4x+ 2017.

(γ) είναι κάθετη στην ευθεία µε εξίσωση x+ 8y + 1 = 0.

(δ) έχει σηµείο επαφής το σηµείο A(6,−2).

Λύση

Είναι
f ′(x) = 2(x− 2), ∀x ∈ R.

Παρατηρήστε ακόµα ότι ∀x ∈ R

f(x) = x2 − 4x+ 11 = (x− 2)2 + 7

δηλ. η γραφική παράσταση της συνάρτησης f είναι η παραβολή µε κορυφή το σηµείο K(2, 7)
στο οποίο λαµβάνει (ολικό) µέγιστο.
(α) Είναι

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2(x− 2) = 0 ⇐⇒ x = 2

Επίσης, f(2) = 7. ΄Αρα, η εξίσωση της ευθείας η οποία είναι παράλληλη µε τον άξονα των
τετµηµένων είναι η y = 7.

(β) Η κλίση της ευθείας µε την οποία Ϲητούµε να είναι παράλληλη η εφαπτοµένη είναι λ = 4.
΄Ετσι, οι κλίσεις είναι ίσες στα σηµεία x ∈ R τέτοια ώστε f ′(x) = 4, δηλ. στο x = 4. Είναι
f(4) = 11. ΄Αρα, η εξίσωση της εφαπτοµένης του γραφήµατος της f η οποία είναι παράλληλη µε
την ευθεία µε εξίσωση y = 4x+2017 είναι η y− f(4) = f ′(4) · (x− 4),δηλ. η y− 11 = 4(x− 4),
δηλ. η (εφ.): y − 4x+ 5 = 0

(γ) Η ευθεία µε εξίσωση x + 8y + 1 = 0 έχει κλίση λ = −1/8. ΄Ετσι, µια ευθεία η οποία είναι
κάθετη στην ευθεία αυτή και εφάπτεται του γραφήµατος της f , ϑα έχει κλίση αντιθετοαντίστροφη
της κλίσης της πιο πάνω ευθείας. Συνεπώς,

f ′(x) = 8 ⇐⇒ x = 6.
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Είναι f(6) = 23. ΄Αρα, η εξίσωση της εφαπτοµένης του γραφήµατος της f η οποία είναι κάθετη
µε την ευθεία µε εξίσωση x+8y+1 = 0 είναι η y−f(6) = f ′(6)·(x−6), δηλ. η y−23 = 8(x−6),
δηλ. η (εφ.): y − 8x+ 25 = 0

(δ) Το σηµείο A(6,−2) ∆ΕΝ ανήκει στο γράφηµα της f.

Σχήµα 10.23: ΄Ασκηση 11.

΄Ασκηση 12

Να αποδείξετε ότι η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f :
(0,+∞) → R µε τύπο

f(x) = x lnx− αx, (α ∈ R)

στο σηµείο της A(1, f(1)), διέρχεται από σταθερό σηµείο για κάθε τιµή του α.

Λύση

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη για κάθε τιµή της παραµέτρου α µε

f ′(x) = lnx+ 1− α, ∀x > 0.

Η εφαπτοµένη του γραφήµατος της f στο σηµείο της A(1, f(1)) έχει κλίση λ = f ′(1) = 1 − α.
Επίσης, f(1) = −α. Συνεπώς, η εξίσωση της Ϲητούµενης εφαπτοµένης είναι η y − f(1) =
f ′(1)(x− 1), δηλ.η y + α = (α− 1)(x− 1), δηλ. η y + (1− α)x+ 1 = 0
Η ευθεία αυτή περνά από το σηµείο (0,−1) για κάθε τιµή της πραγµατικής παραµέτρου α.
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΄Ασκηση 13

∆ίνονται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R − {0} και η δύο ϕορές παραγωγίσιµη
συνάρτηση g : R → R. Αν ισχύει η σχέση

g2(x) + (g′(x))2 = 1, για κάθεx ∈ R

και αν M(α, β) είναι το κοινό σηµείο των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και
h, όπου h(x) = f(x) · g(x), x ∈ R, να αποδείξετε ότι :

(α) g′(α) = 1 και g(α) + g′′(α) = 0.

(β) g(α) = 0.

Λύση

(α) Είναι R(f) = R− {0} και αρα f(α) ̸= 0. Τώρα,

f(α) = h(α) ⇐⇒ f(α) = f(α)·g(α) ⇐⇒ (1−g′(α))·f(α) = 0
f(α)̸=0⇐⇒ 1−g′(α) = 0 ⇐⇒ g′(α) = 1

Τώρα, ∀x ∈ R είναι

g2(x) + [g′(x)]2 = 1
παραγωγίζω⇐⇒ 2g(x) · g′(x) + 2g′(x) · g′′(x) = 0

⇐⇒ 2g′(x) · [g(x) + g′′(x)] = 0

⇐⇒ g′(x) · [g(x) + g′′(x)] = 0

και για x = α έχουµε
g′(α) · [g(α) + g′′(α)] = 0,

δηλ. (αφού g′(α) = 1),
g(α) + g′′(α) = 0

(β) Είναι

g2(x) + [g′(x)]2 = 1, ∀x ∈ R ⇐⇒ g2(α) + [g′(α)︸ ︷︷ ︸
=1

]2 = 1 ⇐⇒ g2(α) = 0 ⇐⇒ g(α) = 0.

΄Ασκηση 14

Το ύψος (x) της στάθµης του νερού σε ενα κυλινδρικό δοχείο µε ακτίνα ϐάσης 2 cm
ανεβαίνει µε ϱυθµό 2/π cm/sec.

(α) Να ϐρείτε µια σχέση που να συνδέει τον όγκο (V ) του νερού µε το ύψος της στάθµης
του (x).

(β) Να ϐρείτε το ϱυθµό µε τον οποίο αυξάνεται ο όγκος του νερού µέσα στο κυλινδρικό
δοχείο.

Λύση

(α) ΄Εστω
V : (0,+∞) → R µε t → V (t) = πR2 · x(t)
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η συνάρτηση που δίνει τον όγκο του νερού σε κυλινδρικό δοχείο µε ακτίνα ϐάσης Rcm και
ύψος στάθµης x(t). Αφού R = 2 cm έπεται ότι V (t) = 4π · x(t), t > 0.

(β) Το ύψος της στάθµης του νερού ανεβαίνει µε ϱυθµό 2/π cm/sec, δηλ. x′(t) = 2/π cm/sec, ∀t >
0.
΄Ετσι, για κάθε t > 0 έχουµε

V ′(t) = 4π · x′(t) = 8
cm3

sec

Σχήµα 10.24: ΄Ασκηση 14.

΄Ασκηση 15

Σε ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ η περίµετρος αυξάνεται µε ϱυθµό 3m/sec. Να ϐρείτε :

(α) τον ϱυθµό µεταβολής της πλευράς του τριγώνου.

(β) τον ϱυθµό µεταβολής του εµβαδού του τριγώνου, όταν αυτό είναι ίσο µε
√
3 cm2.

Λύση

΄Εστω
Π : (0,+∞) → R µε x 7→ Π(x) = 3x

η συνάρτηση που δίνει την περίµετρο του ισοπλεύρου τριγώνου.

(α) Από τα δεδοµένα της άσκησης, είναι Π′(x) = 3 cm/sec, ∀x ∈ (0,+∞).
Αν α δηλώνει το (µεταβαλλόµενο) µήκος της πλευράς του ισοπλεύρου τριγώνου, τότε αυτό είναι
συνάρτηση του χρόνου, δηλ. t 7→ α(t). Από τον κανόνα της αλυσίδας έχουµε

(Π ◦ α)′(x) = Π′(α(t)) · α′(t) = 3α′(t), ∀t ∈ (0,+∞)

΄Ετσι,

Π′(t) = 3
cm

sec
, ∀t ∈ (0,+∞) ⇐⇒ 3α′(t) = 3, ∀t ∈ (0,+∞) ⇐⇒ α′(t) = 1, ∀t ∈ (0,+∞)

(β) Η συνάρτηση E που δίνει το εµβαδόν είναι η

E : (0,+∞) → R µε t 7→ E(t) =
α2(t) · ηµ

(
π
3

)
2

=
α2(t)

√
3

4
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Αν τη χρονική στιγµή t = t0 το εµβαδόν E(t0) είναι ίσο µε
√
3 cm2, τότε

√
3 =

α2(t0)
√
3

4
⇐⇒ α(t0) = 2 cm,

αφού α(t) > 0, ∀t > 0. Συνεπώς, ο ϱυθµός µεταβολής είναι

E′(t0) =
2α(t0) · α′(t0)

2
=

√
3

cm2

sec
.

΄Ασκηση 16

Να ϐρείτε την παράγωγο
dy

dx
των συναρτήσεων που ορίζονται από τις πιο κάτω:

(α) x2 + y2 = 9 (β) x3 − xy + y2 = 7 (γ) x3y3 − y = x

(δ)
√
xy = x2y + 1 (ε) y = ηµ(xy) (στ) (ηµ(πx) + συν(πy))2 = 2

Λύση (α)

x2 + y2 = 9 ⇐⇒ d(x2 + y2)

dx
=

d(9)

dx

⇐⇒ d(x2)

dx
+

d(y2)

dx
= 0

⇐⇒ 2x+ 2y
dy

dx
= 0

⇐⇒ dy

dx
= −x

y
(y ̸= 0)

(β)

x3 − xy + y2 = 7 ⇐⇒ d(x3 − xy + y2)

dx
=

d(7)

dx

⇐⇒ d(x3)

dx
− d(xy)

dx
+

d(y2)

dx
= 0

⇐⇒ 3x2 −
(
x′ · y + x · dy

dx

)
+ 2y

dy

dx
= 0

⇐⇒ 3x2 − y − x · dy
dx

+ 2y
dy

dx
= 0

⇐⇒ (2y − x) · dy
dx

= y − 3x2

⇐⇒ dy

dx
=

y − 3x2

2y − x

(
y ̸= x

2

)
(γ)

x3y3 − y = x ⇐⇒ d(x3y3 − y)

dx
=

d(x)

dx
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⇐⇒ d(x3y3)

dx
− dy

dx
= 1

⇐⇒ 3x2y3 + 3x3y2
dy

dx
− dy

dx
= 1

⇐⇒ (3x3y2 − 1)
dy

dx
= 1− 3x2y3

⇐⇒ dy

dx
=

1− 3x2y3

3x3y2 − 1

(δ)

√
xy = x2y + 1 ⇐⇒

d(
√
xy)

dx
=

d(x2y + 1)

dx

⇐⇒
√
y

2
√
x
+

√
x

2
√
y
· dy
dx

= 2xy + x2 · dy
dx

⇐⇒ dy

dx
=

√
y

√
x
·
4xy

√
x−√

y
√
x− 2x2

√
y

⇐⇒ dy

dx
=

y

x
·
4x

√
xy − 1

1− 2x
√
xy

(ε)

y = ηµ(xy) ⇐⇒ dy

dx
=

d(xy)

dx
· συν(xy)

⇐⇒ dy

dx
= yσυν(xy)

dy

dx
+ x · συν(xy)

⇐⇒ dy

dx
=

y · συν(xy)
1− x · συν(xy)

(στ)

(ηµ(πx) + συν(πy))2 = 2

⇐⇒ 2(ηµ(πx) + συν(πy)) · d(ηµ(πx) + συν(πy))
dy

= 0

⇐⇒ 2(ηµ(πx) + συν(πy)) ·
(
π · συν(πx)− π · ηµ(πy)

dy

dx

)
= 0

⇐⇒ dy

dx
=

(ηµ(πx) + συν(πy)) · συν(πx)
(ηµ(πx) + συν(πy)) · ηµ(πy)

⇐⇒ dy

dx
=

συν(πx)
ηµ(πy)

΄Ασκηση 17

Να ϐρείτε τις τιµές των a, β ∈ R, ώστε οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, g :
R → R µε τύπους f(x) = a + συν(πx) και g(x) = x2 + 3βx + 1, αντίστοιχα, να έχουν
κοινή εφαπτοµένη στο σηµείο x0 = 1.
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ΛύσηΕίναι κατ΄ αρχάς,
f(1) = a+ συν(π) = a− 1

και
g(1) = 1 + 3β + 1 = 2 + 3β.

Τότε
f(1) = g(1) ⇔ a− 1 = 2 + 3β ⇔ a = 3 + 3β.

Επίσης,
f ′(x) = −πηµ(πx) ⇒ f ′(1) = −πηµ(π) = 0

και
g′(x) = 2x+ 3β ⇒ g′(1) = 2 + 3β.

Τότε (πρέπει οι κλίσεις των εφαπτοµένων στο εν λόγω σηµείο να ισούνται)

f ′(1) = g′(1) ⇔ 2 + 3β = 0 ⇔ β = −2

3
.

Αντικαθιστούµε την τιµή αυτή στην a = 3 + 3β και ϐρίσκουµε a = 1 .

΄Ασκηση 18

∆ίνεται συνάρτηση f : R → R, δύο ϕορές παραγωγίσιµη, ώστε :

f(x) + f(−x) = x2, ∀x ∈ R.

Να δείξετε ότι f ′′(0) = 1.

Λύση Παραγωγίζουµε (µε χρήση του κανόνα της αλυσίδας) και τα δύο µέλη της f(x)+ f(−x) =
x2, ∀x ∈ R :

f ′(x) + (−x)′f ′(−x) = 2x ⇔ f ′(x)− f ′(−x) = 2x, ∀x ∈ R.

Ξαναπαραγωγίζουµε :

f ′′(x)− (−x)′f ′′(−x) = 2 ⇔ f ′′(x) + f ′′(−x) = 2, ∀x ∈ R.

Αντικαθιστούµε x = 0 :

f ′′(0) + f ′′(0) = 2 ⇒ 2f ′′(0) = 2 ⇒ f ′′(0) = 1.

΄Ασκηση 19

Να δείξετε ότι η κάθετη ευθεία της καµπύλης µε εξίσωση x2 + y2 = r2, r > 0 σε οποιο-
δήποτε σηµείο της διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

Λύση ΄Εχουµε

x2 + y2 = r2 ⇐⇒ dy

dx
= −x

y
(y ̸= 0)
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Η κλίση της εφαπτοµένης ευθείας του γραφήµατος της πιο πάνω καµπύλης σε τυχαίο σηµείο
A(α, β) µε α · β ̸= 0 είναι

dy

dx

∣∣∣
A(α,β)

= −α

β

και άρα (κατά τα γνωστά) η κλίση της καθέτου στο σηµείο αυτό είναι β
α . ΄Ετσι, η εξίσωση της

καθέτου είναι
y − β =

β

α
· (x− α), δηλ. η y =

β

α
x

η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
Αν α = 0, τότε A(α, β) ≡ A(0, β) και άρα η κλίση της καθέτου δεν ορίζεται, δηλ. η κάθετη είναι
ο άξονας των τεταγµένων.
Αν β = 0, τότε A(α, β) ≡ A(α, 0) και άρα η κλίση της καθέτου είναι 0, δηλ. η κάθετη είναι ο
άξονας των τετµηµένων.

΄Ασκηση 20

Να ϐρείτε τις συντεταγµένες των σηµείων της καµπύλης µε εξίσωση y4 = y2 − x2, στα
οποία η εφαπτοµένη ευθεία είναι οριζόντια.

Λύση Είναι

y4 = y2 − x2
παραγωγίζω⇐⇒ 4y3

dy

dx
= 2y

dy

dx
− 2x ⇐⇒ dy

dx
=

x

y(1− 2y2)

για y ̸= 0,±
√
2
2 . Αν A(α, β) είναι σηµείο του γραφήµατος της καµπύλης που καθορίζεται από

την πιο πάνω καµπύλη στο οποίο η κλίση της εφαπτοµένης είναι 0, τότε

dy

dx

∣∣∣
A(α,β)

= 0 ⇐⇒ α

β(1− 2β2)
= 0 ⇐⇒ α = 0.

και αφού β ̸= 0,

β(1− 2β2) ̸= 0 ⇐⇒ β ̸= ±1.

Ετσι, τα Ϲητούµενα σηµεία είναι τα (0, 1) και (0,−1).

΄Ασκηση 21

Αν
e5y = ex + e−x,

να δείξετε ότι

5
d2y

dx2
+ 25

(
dy

dx

)2

− 1 = 0.

Λύση

Παραγωγίζω πεπλεγµένα την δοθείσα εξίσωση:

5
dy

dx
e5y = ex − e−x.
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Σχήµα 10.25: ΄Ασκηση 20

Παραγωγίζω ξανά πεπλεγµένα την εξίσωση που ϐρήκα:

5
d2y

dx2
e5y + 5 · 5dy

dx
· dy
dx

e5y = ex + e−x,

δηλαδή

e5y

(
5
d2y

dx2
+ 25

(
dy

dx

)2
)

= ex + e−x︸ ︷︷ ︸
=e5y

,

δηλαδή

e5y

(
5
d2y

dx2
+ 25

(
dy

dx

)2
)

= e5y

και διαιρώντας µε το e5y ̸= 0,

5
d2y

dx2
+ 25

(
dy

dx

)2

= 1,

δηλαδή

5
d2y

dx2
+ 25

(
dy

dx

)2

− 1 = 0.

΄Ασκηση 22

Να κατασκευάσετε τη γραφική παράσταση των παραµετρικών καµπύλων:

(α)

{
x = συνt
y = ηµt

, t ∈ [0, 2π) (β)

{
x = t2

y = t+ 1
, t ∈ R
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Λύση (α) Βάζοντας τιµές στην παράµετρο t ϐρίσκουµε ότι η τροχιά της καµπύλης είναι κύκλος
µε κέντρο στην αρχή των αξόνων και ακτίνας r = 1. Ας ϐρούµε την καρτεσιανή εξίσωση της
καµπύλης :{

x = συνt
y = ηµt

, t ∈ [0, 2π) ⇐⇒

{
x2 = συν2t
y = ηµ2t

, t ∈ [0, 2π) ⇐⇒ x2 + y2 = 1

(β) Αφού t ∈ R, έπεται ότι (t + 1) ∈ R και t2 ∈ [0,+∞). ΄Ετσι, το Π.Ο. της είναι το [0,+∞)
και το Σ.Τ. της το R. Είναι y(t) = t + 1 ⇒ y − 1 = t και αρα x(t) = t2 = (y(t) − 1)2. ΄Ετσι η
καρτεσιανή εξίσωση της καµπύλης είναι η

(y − 1)2 = x (y ∈ R)

Αρχικό σηµείο το (x(0), y(0)) = (0, 1).

Σχήµα 10.26: ΄Ασκηση 22

΄Ασκηση 23

Παραµετρική καµπύλη ορίζεται από τις εξισώσεις :{
x = t− t2

y = t− t3
, t ̸= 1

2

Να ϐρείτε την παράγωγο
d2y

dx2
.

ΛύσηΕίναι ∀t ∈ R− {1
2},

dx

dt
= 1− 2t και

dy

dt
= −1− 3t2

1− 2t

και άρα για ∀t ∈ R− {1
2}, η dx/dt ορίζεται και δεν είναι =0 και άρα

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

= . . . =
2(3t2 + 3t+ 1)

(1− 2t)3
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Τώρα,

x(t) = 0 ⇐⇒ 2 + t

1 + 2t
= 0 ⇐⇒ t = −2

και άρα
d2y

dx2

∣∣∣
x=0

=
d2y

dt2

∣∣∣
t=−2

=
9

4
.

΄Ασκηση 25

∆ίνεται η συνάρτηση f : (2,+∞) → R µε τύπο f(x) = x2 − 4x − 5. Να ϐρείτε την τιµή
(f−1)′(0).

Λύση

Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της ως πολυωνυµική. Είναι αντιστρέψιµη
ως 1-1 αλλά και επί του συνόλου (2,+∞) (δες ϑεωρία και παραδείγµατα). Τώρα,

f(x) = 0 ⇐⇒ x2 − 4x− 5 = 0 ⇐⇒ (x− 5)(x+ 1) = 0, x ∈ (2,+∞) ⇐⇒ x = 5.

Πληρούνται οι υποθέσεις του Θεωρήµατος παραγώγισης αντίστροφης συνάρτησης :

(f−1)′(0) =
1

f ′(f−1(0))
=

1

f ′(5)
=

1

6

αφού f ′(x) = 2(x− 2), ∀x > 2 ⇒ f ′(5) = 6.

΄Ασκηση 24

Καµπύλη ορίζεται από τις παραµετρικές εξισώσεις :{
x = e3t

y = συνt
, t ∈

[
−π

2
,
π

2

]
.

(α) Να δείξετε ότι το ίχνος της καµπύλης δε δέχεται κατακόρυφες εφαπτοµένες.
(ϐ) Να ϐρείτε τις συντεταγµένες των σηµείων της καµπύλης, στα οποία δέχεται οριζόντια
εφαπτοµένη.
(γ) Να δείξετε ότι :

x2
d2y

dx2
+ x

dy

dx
+

1

9
y = 0.

Λύση

(α) ΄Εχουµε για κάθε t ∈
[
−π

2
,
π

2

]
dx

dt
= 3e3t ̸= 0

και άρα το ίχνος της καµπύλης δε δέχεται κατακόρυφες εφαπτοµένες.

(ϐ) ΄Εχουµε για κάθε t ∈
[
−π

2
,
π

2

]
dy

dt
= −ηµt
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και άρα
dy

dt
= 0 ⇔ ηµt = 0 ⇔ t = 0,

στο διάστηµα
[
−π

2
,
π

2

]
.

Είναι
x(0) = e0 = 1, y(0) = συν0 = 1

και συνεπώς το σηµείο στο οποίο η καµπύλη δέχεται οριζόντια εφαπτοµένη είναι το A(0, 1).

(γ) Είναι

dy

dx
=

dy

dt
dx

dt

= − ηµt
3e3t

και

d2y

dx2
=

d

(
dy

dx

)
dt
dx

dt

.

Είναι

d

(
dy

dx

)
=

−συνt3e3t + ηµt9e3t

9(e3t)2
=

3ηµt− συνt
3e3t

και άρα
d2y

dx2
=

3ηµt− συνt
9(e3t)2

.

Συνεπώς,

x2
d2y

dx2
+ x

dy

dx
+

1

9
y =

3ηµt− συνt
9

− ηµt
3

+
συνt
9

= 0.

΄Ασκηση 25

∆ίνεται η συνάρτηση f : (2,+∞) → (−9,+∞) µε τύπο f(x) = x2 − 4x − 5. Να ϐρείτε
την τιµή (f−1)′(0).

Λύση

Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της ως πολυωνυµική. Είναι αντιστρέψιµη
ως 1-1 αλλά και επί του συνόλου (−9,+∞) (δες ϑεωρία και παραδείγµατα). Τώρα,

f(x) = 0 ⇐⇒ x2 − 4x− 5 = 0 ⇐⇒ (x− 5)(x+ 1) = 0, x ∈ (2,+∞) ⇐⇒ x = 5.

Πληρούνται οι υποθέσεις του Θεωρήµατος παραγώγισης αντίστροφης συνάρτησης :

(f−1)′(0) =
1

f ′(f−1(0))
=

1

f ′(5)
=

1

6

αφού f ′(x) = 2(x− 2), ∀x > 2 ⇒ f ′(5) = 6.

93



10.11. ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ ΕΝΟΤΗΤΑΣ

΄Ασκηση 26

∆ίνεται παραγωγίσιµη συνάρτηση f µε τύπο y = f(x), η οποία αντιστρέφεται. Αν η
γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σηµείο A(0, 0) και η κλίση της στο A ισούται
µε 2, να ϐρείτε την κλίση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f−1 για x = 0.

Λύση

Είναι f(0) = 0 και f ′(0) = 2. Πληρούνται οι υποθέσεις του Θεωρήµατος παραγώγισης αντίστρο-
ϕης συνάρτησης :

(f−1)′(0) =
1

f ′(f−1(0))
=

1

f ′(0)
=

1

2
.

΄Ασκηση 27

Μια συνάρτηση f έχει την ιδιότητα

f(x+ y) = f(x) + f(y) + xy, ∀x, y ∈ R.

Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο a ∈ R µε f ′(a) = 1+a, να αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται
στο R και ισχύει f ′(x) = 1 + x, ∀x ∈ R.

Λύση
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Θα την αναγάγουµε σε συναρτησιακή εξίσωση τύπου Cauchy7 Θεωρούµε τη συνάρτηση g : R →
7

Ορισµός 10.11.1. Συναρτησιακή εξίσωση τύπου Cauchy λέγεται κάθε συναρτησιακή εξίσωση η οποία ικανοποιεί
τη σχέση

f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R. (10.4)

Κάθε συνάρτηση η οποία αποτελεί λύση της (10.4) (ισοδύναµα της f(x+ y)− f(x)− f(y) = 0) λέγεται προσθετική
συνάρτηση.

Αποδεικνύουµε µερικά στοιχεία των συναρτησιακών εξισώσεων τύπου Cauchy, τα οποία εµπίπτουν στην ύλη της
Β Λυκείου:
(1) ΄Ολες οι συναρτησιακές εξισώσεις τύπου Cauchy στο πεδίο Q των ϱητών αριθµών είναι ακριβώς οι
γραµµικές συναρτήσεις της µορφής f(q) = c · q.

Απόδειξη. Για x = 0, η συνθήκη της υπόθεσης δίνει (για σταθεροποιηµένο y ∈ Q) f(0 + y) = f(0) + f(y), δηλ.
f(0) = 0.
1η περίπτωση: Αν q ∈ Q, q > 0, δηλ. q = m/n, όπου m,n ∈ N.
Εφαρµόζοντας διαδοχικά (επαγωγικά) την υπόθεση, έχουµε για x ∈ Q

f(nx) = f(x+ (x+ . . .+ x)) = f(x) + f(x+ (x+ . . .+ x))

= f(x) + f(x) + f(x+ . . .+ x) = . . . = f(x) + f(x) + . . .+ f(x) = n · f(x) (∗)

Θέτοντας y = x/n ⇔ ny = x, το πιο πάνω δίνει nf(y/n) = f(y) και πολλαπλασιάζοντας αµφότερα µέλη µε m/n
έχουµε

f
( y

n

)
=

m

n
f(y)

(∗)
= f

(m
n
y
)

δηλ. f(qy) = qf(y), ∀y ∈ Q. Για x = 1, η τελευταία δίνει f(q) = q · f(1), δηλ. f(q) = c · q, όπου c = f(1) ∈ Q
σταθερά.
Αν q ∈ Q µε q < 0, τότε το αποτέλεσµα έπεται από το προηγούµενο ϐήµα και το ότι f(0) = 0 :
για y = −x, η συναρτησιακή εξίσωση δίνει f(0) = f(−x) + f(x), δηλ. f(−x) = −f(x) και αρα, αφού (−q) ∈
Q, (−q) > 0, έπεται ότι

f(q) = −f(−q) = −(c · (−q)) = c · q.

(2) ∆εν ισχύει πάντα ότι η συναρτησιακή εξίσωση τύπου Cauchy (όπου f : R → R) είναι της µορφής f(x) = c · x. Σε
ειδικές όµως περιπτώσεις, αυτό όµως ισχύει. Μια από αυτές είναι και η (επιπλέον) υπόθεση η f να είναι συνεχής σε
ενα σηµείο (Darboux-1875):
• ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής στο x0 ∈ R. Τότε η f είναι παντού συνεχής:
Πράγµατι, λόγω της συνέχειας της f στο x0, έχουµε:

lim
x→x0

f(x) = f(x0) (10.5)

΄Εστω y ∈ R, y ̸= x0. Τότε η σχέση f(x+ y) = f(x) + f(y) δίνει

f(x− x0 + y) = f((x− x0) + y) = f(x− x0) + f(y)

= f(x) + f(−x0) + f(y) = f(x)− f(x0) + f(y)

και αρα
f(x− y + x0)− f(x0) = f(x)− f(y).

΄Ετσι, έχουµε

lim
x→y

f(x) = lim
x→x0

f(x− x0 + y)

= lim
x→x0

[f(x)− f(x0) + f(y)]

= lim
x→x0

f(x)− f(x0) + f(y)

= f(x0)− f(x0) + f(y) = f(y)
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R µε τύπο

g(x) = f(x)− x2

2
.

Τότε για κάθε x, y ∈ R

g(x+ y) = f(x+ y)− (x+ y)2

2
= f(x) + f(y) + xy − 1

2
(x2 + 2xy + y2)

=

(
f(x)− x2

2

)
+

(
f(y)− y2

2

)
= g(x) + g(y)

και αρα η g είναι µια συναρτησιακή εξίσωση τύπου Cauchy. ΄Ετσι, αφού είναι παραγωγίσιµη
στο a ϑα είναι και συνεχής εκεί (Θεωρία από την επόµενη παράγραφο) και αρα (αποδεικνύεται)
ϑα είναι παντού συνεχής στο π.ο. της. ΄Ετσι, (αποδεικνύεται) ότι g(x) = c · x, ∀x ∈ R, δηλ.

f(x) =
x2

2
+ c · x, ∀x ∈ R.

΄Ετσι, η f είναι παραγωγίσιµη (στο R) µε

f ′(x) = c+ x, ∀x ∈ R.

Αλλά, f ′(a) = 1 + a και αρα c = 1. ΄Ετσι,

f ′(x) = 1 + x, ∀x ∈ R.

Παρατήρηση: Αν ϑέλαµε να κάνουµε την άσκηση πιο εύκολη (για µαθητές Β Λυκείου) µπορούµε
π.χ. να ϐάλουµε ισχυρότερες συνθήκες για την f . Για παράδειγµα,

▶Παράδειγµα 10.11.1. Μια συνάρτηση f έχει την ιδιότητα

f(x+ y) = f(x) + f(y) + xy, ∀x, y ∈ R.

Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x = 0 µε f ′(0) = 1, να αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται στο R
και ισχύει f ′(x) = 1 + x, ∀x ∈ R.

Λύση

Ας παρατηρήσουµε καταρχάς ότι f(0) = 0 και

lim
h→0

f(h)

h
= lim

h→0

f(h)− f(0)

h
= f ′(0) = 1

και αρα συνεχής στο x = y.
• ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής στο x0 ∈ R. Τότε η f είναι της µορφής f(x) = c · x για κάποια πραγµατική
σταθερά c.
΄Επεται από τα προηγούµενα µε ενα από επιχείρηµα συνέχειας (λόγω της πυκνότητας των ϱητών στους πραγµατικούς
αριθµούς):
΄Εστω x ∈ R τυχόν. Από την πυκνότητα των ϱητών στους πραγµατικούς αριθµούς, ϑα υπάρχει µια ακολουθία (qn)n
ϱητών αριθµών τέτοια ώστε qn → x. Τότε,

f(x) = f

(
lim

n→+∞
qn

)
f συνεχής

= lim
n→+∞

f(qn)
qn∈Q, ∀n∈N

= lim
n→+∞

(f(1) · qn) = f(1)︸︷︷︸
≡c

· lim
n→+∞

(qn) = c · q.

96



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ

΄Εστω τώρα x ∈ R, x ̸= 0. Τότε

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

f(x) + f(h) + xh− f(x)

h
= lim

h→0

f(h) + xh

h

= lim
h→0

f(h)

h︸ ︷︷ ︸
=f ′(0)=1

+ lim
h→0

xh

h
= 1 + lim

h→0
x = 1 + x

και αρα η παράγωγος συνάρτηση f ′ της f ορίζεται σε όλο το R και µάλιστα

f ′(x) = 1 + x (x ∈ R).
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10.12 ∆ραστηριότητες εµπλουτισµού

∆ραστηριότητες σελ. 145-146 (εµπλουτισµού)

΄Ασκηση 1

Η µια διάσταση (x) ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου αυξάνεται µε ϱυθµό 3m/sec
και η άλλη (y) µειώνεται µε ϱυθµό 2m/sec. ΄Οταν x = 24m και y = 10m, να υπολογίσετε
το ϱυθµό µεταβολής :

(α) του εµβαδού του (β) της περιµέτρου του (γ) του µήκους της διαγωνίου του.

Λύση

Θεωρούµε τις συναρτήσεις t 7→ x(t) και t 7→ y(t) οι οποίες αντιστοιχούν στις διαστάσεις του
ορθογωνίου παραλληλογράµµου. Αφού η διάσταση x αυξάνεται µε (σταθερό) ϱυθµό 3m/sec
έχουµε ότι dx/dt = x′(t) = 3m/sec και αφού η διάσταση y µειώνεται µε (σταθερό) ϱυθµό
2m/sec έχουµε ότι dy/dt = y′(t) = −2m/sec. Η δε συνάρτηση E που δίνει το εµβαδόν είναι η

E : [0,+∞) → R µε E(t) = (x · y)(t) = x(t) · y(t)

Είναι παραγωγίσιµη (ως γινόµενο τέτοιων) µε

E′(t) = x′(t) · y(t) + x(t) · y′(t).

Επίσης, η συνάρτηση Π που δίνει την περίµετρο του ορθογωνίου παραλληλογράµµου είναι η

Π : [0,+∞) → R µε Π(t) = (2(x+ y))(t) = 2x(t) + 2y(t).

Είναι παραγωγίσιµη (ως άθροισµα τέτοιων) µε

Π′(t) = 2(x′(t) + y′(t)), ∀x > 0.

Τέλος, η συνάρτηση δ που δίνει το µήκος της διαγωνίου του ορθογωνίου παραλληλογράµµου
είναι η

δ : [0,+∞) → R µε δ(t) =
√

x2(t) + y2(t).

Είναι παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του π.ο. της (δηλ. στο (0,+∞)) (ως σύνθεση τέτοιων) µε

δ′(t) =
2(x(t) · x′(t) + y(t) · y′(t))

2
√
x2(t) + y2(t)

=
x(t) · x′(t) + y(t) · y′(t)√

x2(t) + y2(t)
.

Αν για µια χρονική στιγµή t = t0 είναι x(t0) = 24m και y(t0) = 10m, τότε

(α)

E′(t0) = x′(t0) · y(t0) + x(t0) · y′(t0) = 3 · 10 + 24 · (−2) = −18 m2/sec

(β)

Π′(t0) = 2(x′(t0) + y′(t0)) = 2 · (3− 2) = 2 m/sec

(γ)

δ′(t0) =
x(t0) · x′(t0) + y(t0) · y′(t0)√

x2(t0) + y2(t0)
=

24 · 3 + 10 · (−2)√
(24)2 + (10)2

=
52

26
m/sec = 2 m/sec.
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΄Ασκηση 2

∆ίνεται η συνάρτηση f : (0,+∞) → R µε f(x) + f(x2) = 3 lnx + 4, x > 0. Να ϐρείτε
την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σηµείο
A(1, f(1)).

Λύση

[Υποθέτουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη]
Για x = 1, η υπόθεση για την f δίνει f(1)+ f(12) = 4 και αρα f(1) = 2. Αφού συνάρτηση είναι
παραγωγίσιµη για κάθε x > 0, παραγωγίζοντας αµφότερα µέλη της f(x) + f(x2) = 3 lnx + 4
εχουµε (µε χρήση του κανόνα της αλυσίδας)

f ′(x) + (x2)′ · f ′(x2) =
3

x
, ∀x > 0.

΄Ετσι, η κλίση της εφαπτοµένης του γραφήµατος της συνάρτησης f στο σηµείο A(1, f(1)) =
A(1, 2) είναι η y − 2 = x− 1, δηλ. η y = x+ 1.

΄Ασκηση 3

∆ίνεται η συνάρτηση f : R → R µε τύπο

f(x) =
e2x − 1

e2x + 1
, x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι f ′(x) + f2(x) = 1, για κάθε x ∈ R.

Λύση

Καταρχάς, η συνάρτηση f είναι καλά ορισµένη, αφού e2x + 1 ̸= 0, ∀x ∈ R. Επίσης, είναι
παραγωγίσιµη ως πηλίκο παραγωγίσιµων συναρτήσεων, µε

f ′(x) =
2e2x(e2x + 1)− (e2x − 1)2e2x

(e2x + 1)2
=

4e2x

(e2x + 1)2
, ∀x ∈ R

΄Ετσι, για κάθε x ∈ R,

f ′(x) + f2(x) =
4e2x

(e2x + 1)2
+

(
e2x − 1

e2x + 1

)2

=
4e2x

(e2x + 1)2
+

(e2x − 1)2

(e2x + 1)2

=
4e2x

(e2x + 1)2
+

e4x − 2e2x + 1

(e2x + 1)2
=

4e2x + e4x − 2e2x + 1

(e2x+ 1)2

=
e4x + 2e2x + 1

(e2x + 1)2
=

(e2x + 1)2

(e2x + 1)2
= 1.

΄Ασκηση 4

∆ίνεται η συνάρτηση f : R → R µε τύπο

f(x) = xex, x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι για κάθε ν ∈ N, είναι f (ν)(x) = (x+ ν) · ex, για κάθε x ∈ R.
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Λύση

Με επαγωγή στο ν ∈ N.
Ο προτασιακός τύπος P (ν) του οποίου ϑα αποδείξουµε ότι το σύνολο αλήθειας είναι το σύνολο
N των ϕυσικών αριθµών είναι ο

P (ν) : f (ν)(x) = (x+ ν) · ex, ∀x ∈ R

Βήµα 1: Για ν = 1, είναι

f (1)(x) = f ′(x) = ex + x · ex = (x+ 1) · ex, ∀x ∈ R

δηλ. ο P (1) είναι αληθής.
Βήµα 2: Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για ν = k ∈ N µε k > 1, δηλ. ότι ο P (k) είναι
αληθής, δηλ. ότι η f (k−1) είναι παραγωγίσιµη µε

f (k)(x) = (x+ k) · ex, ∀x ∈ R (ε.υ.)

και ϑα δείξουµε ότι ισχύει για ν = k+1, δηλ. ότι ο P (k+1) είναι αληθής, δηλ. ότι η f (k) είναι
παραγωγίσιµη µε

f (k+1)(x) = (x+ k + 1) · ex, ∀x ∈ R

Από την επαγωγική υπόθεση (ε.υ.), έχουµε ότι η k-παράγωγος συνάρτηση της f υπάρχει και
είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση µε

(f (k)(x))′ = (x+ k) · ex, ∀x ∈ R ⇒ f (k+1)(x) = (x+ k)′ · ex + (x+ k) · ex, ∀x ∈ R
⇒ f (k+1)(x) = ex + (x+ k) · ex, ∀x ∈ R
⇒ f (k+1)(x) = (x+ k + 1) · ex, ∀x ∈ R

και αρα το Ϲητούµενο ισχύει.
Βήµα 3: Από την Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το Ϲητούµενο ισχύει για κάθε ν ∈ N,
δηλ. ο προτασιακός τύπος P (ν) έχει σύνολο αλήθειας το σύνολο N των ϕυσικών αριθµών.

΄Ασκηση 5

Αν η συνάρτηση f είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη στο R και ισχύει :

f(x3) = 5x4, x ∈ R,

να υπολογίσετε το f ′′(27).

Λύση

΄Εχουµε (µε χρήση του κανόνα της αλυσίδας)

f(x3) = 5x4, ∀x ∈ R ⇒ (x3)′ · f ′(x3) = 20 · x3, ∀x ∈ R,

δηλ. 3x2 · f ′(x3) = 20 · x3, ∀x ∈ R. ΄Εχουµε (χρησιµοποιώντας ξανά τον κανόνα της αλυσίδας)

3x2 · f ′(x3) = 20 · x3, ∀x ∈ R ⇒ (3x2)′ · f ′(x3) + 3x2 · (x3)′ · f ′′(x3) = 60x2, ∀x ∈ R

δηλ.
6x · f ′(x3) + 9x4 · f ′(x3) = 60x2, ∀x ∈ R (10.6)
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Επιλύουµε κατά τα γνωστά την εξίσωση x3 = 27 : έχει µοναδική λύση, την x = 2. Επίσης, αφού
3x2 · f ′(x3) = 20 · x3, για x = 3, έχουµε 3 · 32 · f ′(33) = 20 · 33, δηλ. 27f ′(27) = 20 · 33, δηλ.
f ′(27) = 20. ΄Ετσι, από την (10.6) για x = 3 έχουµε 6 · 3 · f ′(33) + 9 · 34 · f ′′(33) = 60 · 32, δηλ.
2 · 20 + 81 · f ′′(27) = 60, δηλ.

f ′′(27) =
20

81
.

΄Ασκηση 6

Αν η συνάρτηση f είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη στο R, για την οποία ισχύει :

f(x2 + x+ 1) = x3, x ∈ R.

(α) Να δείξετε ότι η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο x0 = 1
είναι οριζόντια.

(β) Να υπολογίσετε την κλίση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης
f στο x1 = 3.

(γ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f
στο σηµείο A(3, f(3)).

(δ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f ′ στο σηµείο (3, 1)
έχει κλίση ίση µε 4

9 .

Λύση

(α) ΄Εχουµε (µε χρήση του κανόνα της αλυσίδας)

f(x2 + x+ 1) = x3, x ∈ R ⇒ (x2 + x+ 1)′ · f ′(x2 + x+ 1) = 3x2, x ∈ R

δηλ.
(2x+ 1) · f ′(x2 + x+ 1) = 3x2, x ∈ R (10.7)

και για x = 0, η σχέση αυτή δίνει f ′(1) = 0. ΄Ετσι, η εξίσωση της εφαπτοµένης του γραφήµατος
της f στο σηµείο x = 1 είναι οριζόντια (παράλληλη µε τον άξονα των τετµηµένων).

(β) Για x = 1, η σχέση του προηγούµενου ερωτήµατος δίνει (2 · 1 + 1) · f ′(12 + 1 + 1) = 3 · 12,
δηλ. f ′(3) = 1. ΄Ετσι, η κλίση της εφαπτοµένης του γραφήµατος της f στο σηµείο x1 = 3 είναι
ίση µε 1.

(γ) Θέτοντας x = 1 στη σχέση που ικανοποιεί η f , έχουµε f(3) = 13 = 1 και επίσης, από
το προηγούµενο ερώτηµα έχουµε f ′(3) = 1. ΄Ετσι, η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής
παράστασης της f στο σηµείο A(3, 1) είναι η y − 1 = f ′(3) · (x− 3), δηλ. η

y = x− 2.

(δ) Παραγωγίζουµε αµφότερα µέλη της (10.7) (και κάνοντας χρήση του κανόνα της αλυσίδας)

(2x+ 1)′ · f ′(x2 + x+ 1) + (2x+ 1) · (x2 + x+ 1)′ · f ′′(x2 + x+ 1) = 6x, x ∈ R

δηλ.
2 · f ′(x2 + x+ 1) + (2x+ 1)2f ′′(x2 + x+ 1) = 6x, x ∈ R
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10.12. ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ ΕΜΠΛΟΥΤΙΣΜΟΥ

Για x = 1, η σχέση αυτή δίνει

2 · f ′(12 + 1 + 1) + (2 · 1 + 1)2 · f ′′(12 + 1 + 1) = 6 · 1

δηλ. 2 · f ′(3)︸ ︷︷ ︸
=1

+9 · f ′′(3) = 6, δηλ.

f ′(3) =
4

9
.

΄Ασκηση 7

Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R → R, η οποία είναι συνεχής στο x0 = 0 και ικανοποιεί τη
σχέση:

2x · ηµx ≤ xf(x) ≤ ηµ2x+ x2, ∀x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι :
(α) f(0) = 0 (β) f ′(0) = 2

Λύση

(α) Θα χρησιµοποιήσουµε το Κριτήριο Παρεµβολής
Αν x > 0, τότε

2x · ηµx ≤ xf(x) ≤ ηµ2x+ x2 =⇒ 2 · ηµ2x

x
≤ xf(x) ≤ ηµ2x

x
+ x

και αφού
lim

x→0+
(2ηµx) = 2 · ηµ0 = 0

και

lim
x→0+

(
ηµ2x

x
+ x

)
= lim

x→0+

(
x

ηµ2x

x2
+ x

)
= lim

x→0+

(
x
(ηµx

x

)2
+ x

)

=

(
lim

x→0+
x

)
·
(

lim
x→0+

(ηµx
x

)2)
+ lim

x→0+
x

=

(
lim

x→0+
x

)
·
(

lim
x→0+

ηµx
x

)2

+ lim
x→0+

x

= 0 · 12 + 0 = 0

Από το Κριτήριο Παρεµβολής έπεται λοιπόν ότι lim
x→0+

f(x) = 0.

Εντελώς όµοια δείχνουµε ότι αν x < 0, τότε lim
x→0−

f(x) = 0. Συνεπώς,

lim
x→0

f(x) = 0

Αλλά, η f είναι συνεχής στο x0 = 0 και αρα f(0) = limx→0 f(x), δηλ. f(0) = 0.

(β) Είναι

f ′(0) = lim
x→0

f(x)−
=0︷︸︸︷
f(0)

x− 0
= lim

x→0

f(x)

x
.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ

Για x ̸= 0 έχουµε

2x · ηµx ≤ xf(x) ≤ ηµ2x+ x2 =⇒ 2 · ηµx
x

≤ f(x)

x
≤ ηµ2x

x2
+ 1

και αφού 2 lim
x→0

ηµx
x

= 1 και (ακολουθώντας ίδια επιχειρήµατα όπως στο προηγούµενο ερώτηµα)

lim
x→0

(
ηµ2x

x2
+ 1

)
=
(
lim
x→0

ηµx
x

)2
+ 1 = 1 + 1 = 2,

έπεται από το Κριτήριο της Παρεµβολής ότι

lim
x→0

f(x)

x
= 0,

δηλ. f ′(0) = 2.
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