
1.  
Έστω 𝛼, 𝛽 ∈ ℤ. Αν ο αριθμός 𝛼2 + 𝛽2 είναι τέλειο τετράγωνο, τότε οι 𝛼 και 𝛽 δεν μπορούν να 

είναι και οι δυο ταυτόχρονα περιττοί. 

Λύση 

Υποθέτουμε ότι και οι δυο αριθμοί 𝛼 και 𝛽 είναι  περιττοί. Αφού ο αριθμός 𝛼2 + 𝛽2 είναι τέλειο 

τετράγωνο, θα είναι της μορφής 𝛼2 + 𝛽2 = 𝑐2 για κάποιον ακέραιο αριθμό 𝑐 . Από υπόθεση, 

έχουμε ότι 

𝛼 = 2𝜇 + 1  𝜅𝛼𝜄 𝛽 = 2𝜆 + 1, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜋𝜊𝜄𝜊𝜐𝜍 𝜇, 𝜆 ∈ ℤ 

Τότε, 

𝑐2 = 𝛼2 + 𝛽2 =  2𝜇 + 1 2 +  2𝜆 + 1 2 = 2 ∙  2 𝜇2 + 𝜆𝜇 + 𝜆2 + 1  

δηλ. ο 2 είναι άρτιος, άρα και ο 𝑐 (γιατί;). Συνεπώς, 𝑐 = 2𝜉 για κάποιο 𝜉 ∈ ℤ. Έτσι, η πιο 

πάνω ισότητα δίνει 

𝑐2 =  2𝜉 2 = 2 ∙  2 𝜇2 + 𝜆𝜇 + 𝜆2 + 1 , 

δηλ. 2𝜉2 = 2 𝜇2 + 𝜆𝜇 + 𝜆2 + 1, δηλ. ο 2𝜉2 είναι περιττός. Έτσι, ο 𝑐 = 2𝜉 είναι ταυτόχρονα και 

άρτιος και περιττός, πρόταση η οποία είναι ψευδής. 

 

 

2.  
Έστω 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ ℤ τέτοιοι ώστε ο 𝛼 να διαιρεί το 𝛽 και  τον  𝛽2 − 𝛾 . Να δείξετε ότι ο 𝛼 διαιρεί 

το 𝛾. 

Λύση (με ευθεία απόδειξη) 

Αφού ο 𝛼 διαιρεί το 𝛽, έχουμε ότι 𝛽 = 𝛼𝜇 για κάποιο 𝜇 ∈ ℤ και αρα 𝛽2 = 𝛼2𝜇2 

Αφού ο 𝛼 διαιρεί τον  𝛽2 − 𝛾 , έχουμε ότι 𝛽2 − 𝛾 = 𝛼𝜉 για κάποιο 𝜉 ∈ ℤ. 

Αφαιρούμε την πρώτη από τη δεύτερη σχέση και έχουμε 𝛾 = 𝛼2𝜇2 − 𝛼𝜉 = 𝛼  𝛼𝜇2 − 𝜉        
∈ℤ

 και αρα ο 

𝛾 είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του αριθμού 𝛼, δηλ. ο 𝛼 διαιρεί το 𝛾. 

 


