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5. ΕΜΠΛΟΥΤΙΣΜΟΣ 

Δραςτηριότητεσ ςελ. 77 (Εμπλουτιςμοφ) 

 

1. Έχουμε: 

lim
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Από τη γνωστή μας ταυτότητα 𝛼3 − 𝛽3 =  𝛼 − 𝛽  𝛼2 + 𝛼𝛽 + 𝛽2  για 𝛼 =  𝑥 + 1 
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και αρα 

lim
𝑥→+∞

  𝑥 + 1
3

−  𝑥
3

 = 0. 

 

2. Αφού 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0 έχουμε 𝛾 = − 𝛼 + 𝛽 . Συνεπώς 

lim
𝑥→1

𝛼𝑥4 + 𝛽𝑥3 + 𝛾

𝑥2 − 1
= lim

𝑥→1

𝛼𝑥4 + 𝛽𝑥3 −  𝛼 + 𝛽 

𝑥2 − 1
 

 

= lim
𝑥→1

𝛼𝑥4 + 𝛽𝑥3 − 𝛼 − 𝛽

𝑥2 − 1
 

 

= lim
𝑥→1

𝛼 𝑥4 − 1 + 𝛽 𝑥3 − 1 

𝑥2 − 1
 

 

= lim
𝑥→1

𝛼 𝑥4 − 1 + 𝛽 𝑥3 − 1 

 𝑥 − 1  𝑥 + 1 
 

Ταυτότητα* 

= lim
𝑥→1

𝛼 𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝛽 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑥 + 1
 

 

=
lim
𝑥→1

 𝛼 𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝛽 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1  

lim
𝑥→1

 𝑥 + 1 
=

3𝛼 + 4𝛽

2
 

 

* Για 𝛼 ≠ 𝛽,  ισχύει 𝜈 ∈ ℕ  
𝛼𝜈 − 𝛽𝜈

𝛼 − 𝛽
= 𝛼𝜈−1 + 𝛼𝜈−2𝛽 + 𝛼𝜈−3𝛽2 + ⋯ + 𝛼𝛽𝜈−2 + 𝛽𝜈−1    

 

3. Έστω 𝑓 μια συνάρτηση για την οποία 

𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 , ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

και η οποία είναι συνεχής στο σημείο 𝑥 = 0. Καταρχάς, από την υπόθεση για την 𝑓,  έχουμε ότι 

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓 𝑥 + 0 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 0  δηλ. 𝑓 0 = 0. Τώρα, ∀𝛼 ∈ ℝ έχουμε 

lim
𝑕→0

𝑓 𝛼 + 𝑕 − 𝑓 𝛼 = lim
𝑕→0

 𝑓 𝛼 + 𝑓 𝑕  − 𝑓 𝛼  

 

= lim
𝑕→0

 𝑓 𝛼 + 𝑓 𝑕 − 𝑓 𝛼  = lim
𝑕→0

𝑓 𝑕  

𝑓 συνεχής στο 𝑥 = 0 

= 𝑓 0 = 0 

Έτσι, για το (τυχόν) 𝛼 έχουμε ότι  

lim
𝑕→0

𝑓 𝛼 + 𝑕 − 𝑓 𝛼 = 0 

δηλ. ισοδύναμα ότι lim
𝑕→0

𝑓 𝛼 + 𝑕 = 𝑓 𝛼 . Αυτό όμως είναι και ο ορισμός της συνέχειας στο (τυχόν) 

𝛼. 
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4. Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑕 με 𝑕 = 𝑓 − 𝑔. Τότε 

𝑕 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 = 𝑥4 − 4𝑥3 − 3𝑥2 + 4𝑥 + 1 
Η συνάρτηση 𝑕 είναι συνεχής ως πολυωνυμική. Είναι 𝑕 0 = 1 > 0 και 𝑕 1 = −1 < 0 και αρα 

𝑕 0 ∙ 𝑕 1 < 0. Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θεωρήματος του Bolzano για την 𝑕 στο 

διάστημα  0,1 : υπάρχει (τουλάχιστον) ένα 𝑥0 ∈  0,1  τέτοιο ώστε 𝑕 𝑥0 = 0, δηλ. υπάρχει 

(τουλάχιστον) ένα 𝑥0 ∈  0,1  τέτοιο ώστε 𝑕 𝑥0 = 0, δηλ. υπάρχει ενα τουλάχιστον σημείο 

𝑥0 ∈  0,1  με 𝑓 𝑥0 = 𝑔 𝑥0 . 

5. Είναι 

x2 − α

 x − 2 
=

 
 
 

 
 
α − x2

x − 2
, x < 2

x2 − α

x − 2
, x > 2

  

και αρα  αν α = 4, τότε 

lim
x→2−

x2 − α

 x − 2 
= − lim

x→2−

x2 − 4

x − 2
= − lim

x→2−

 x − 2  x + 2 

x − 2
= −4 

και ομοίως 

lim
x→2+

x2 − 4

 x − 2 
= 4 

Έτσι, για α = 4, το όριο δεν υπάρχει. Αν τώρα α ≠ 4, διακρίνουμε τις περιπτώσεις α > 4 και α < 4. 

Σε κάθε περίπτωση, τα πλευρικά όρια στο x = 2 βγαίνουν αντίθετα και +∞ ή −∞ (εύκολη 

άσκηση). Συνεπώς, και στην περίπτωση αυτή το limx→2−
x2−α

 x−2 
 δεν υπάρχει και αρα το όριο δεν 

υπάρχει για καμιά τιμή του πραγματικού αριθμού α. 

 

6. Θα αποδείξουμε με τη βοήθεια του ορισμού του ορίου ότι 

lim
x→a

x3 = a3 

Έστω ε > 0. Θα βρούμε ένα δ > 0 τέτοιο ώστε για όλα τα x τέτοια ώστε 

0 <  x + α < 𝛿 𝜈𝛼 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄  f x − L < 𝜀 

Αλλά 

 f x − L =  x3 − a3 =   x − α  x2 + αx + a2   

=  x − α ∙  x2 + αx + a2 . 

Αν  x − α < 1 τότε α − 1 < 𝑥 < 𝛼 + 1 και αρα x2 <  α + 1 2. Επομένως, 

 x2 + αx + a2 ≤ x2 +  αx + a2 

<  α + 1 2 + α α + 1 + a2 

= 3a2 + 3α + 1 

Θέτουμε λοιπόν δ = min  1,
ε

3a2+3α+1
  

(ο αναγνώστης να το επαληθεύσει!) 

 

7. Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑕 με τύπο 

𝑕 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥 + 𝑎 , 𝑥 ∈  0, 𝛼 . 

Τότε 

𝑕 0 = 𝑓 0 − 𝑓 𝑎  και 

𝑕 𝛼 = 𝑓 𝛼 − 𝑓 2𝑎 = 𝑓 𝛼 − 𝑓 0  

δηλ. 𝑕 0 = −𝑕 𝛼  και αρα οι αριθμοί είναι ετερόσημοι, δηλ. 𝑕 0 ∙ 𝑕 𝛼 < 0. Το αποτέλεσμα 

έπεται τότε από το Θεώρημα του Bolzano (αφού η 𝑓 είναι συνεχής στο  0,2𝛼 , θα είναι και 

συνεχής στο  0, 𝛼  και αρα και η 𝑕 θα είναι συνεχής στο διάστημα αυτό ως διαφορά 2 τέτοιων). 

Έτσι, υπάρχει (τουλάχιστον) ένα 𝜉 ∈  0, 𝛼  τέτοιο ώστε 𝑕  𝜉 = 0, δηλ. 𝑓 𝜉 − 𝑓 𝜉 + 𝑎 = 0. δηλ. 

𝑓 𝜉 = 𝑓 𝜉 + 𝑎 . 
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8. Αναδιατύπωση (ευκολότερη για μαθητές) 

Έστω 𝒇: [𝜶, 𝜷] → ℝ συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε  𝒇 𝒙  = 𝟏, ∀𝒙 ∈ [𝜶,𝜷]. Δείξτε ότι η 𝒇 είναι 

σταθερή συνάρτηση. 

 

Είναι 

 𝑓 𝑥  = 1, ∀𝑥 ∈  𝛼, 𝛽 ⟺ 𝑓 𝑥 = ±1,∀𝑥 ∈ [𝛼, 𝛽] 

Υποθέτουμε ότι η 𝑓 δεν είναι σταθερή. Τότε ∃𝑥1 , 𝑥2 ∈  𝛼, 𝛽  τέτοια ώστε 𝑓 𝑥1 = 1 και 𝑓 𝑥2 = −1. 

Τότε, λόγω της συνέχειας της 𝑓, από το Θεώρημα Ενδιάμεσης Τιμής, η 𝑓 θα παίρνει όλες τις τιμές 

μεταξύ των 𝑓 𝑥2 = −1 και  𝑓 𝑥1 = 1. Άτοπο, αφού 𝑓 [𝛼, 𝛽]  ⊆  ±1 . Για παράδειγμα, θα υπάρχει  

𝑥0 ∈ [𝛼, 𝛽] τέτοιο ώστε 𝑓 𝑥0 =
1

2
∈  −1,1 , άτοπο. 

 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/%E2%8A%86
https://en.wikipedia.org/wiki/%E2%8A%86

