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5.7 ΟΡΙΑ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

Δραστηριότητες σελ. 52 (Όρια τριγωνομετρικών συναρτήσεων) 

 

1. 
 𝛂  lim

𝑥→𝜋

𝑥4

𝜎𝜐𝜈𝑥
=

lim
𝑥→𝜋

𝑥4

lim
𝑥→𝜋

𝜎𝜐𝜈𝑥
=

𝜋4

𝜎𝜐𝜈𝜋
= −𝜋4 

αφού τα lim
x→π

𝑥4 και lim
x→π

𝜎𝜐𝜈𝑥 υπάρχουν 

και ισούνται με  𝜋4 και 𝜎𝜐𝜈𝜋 = −1 αντίστοιχα. 

 𝛃  lim
x→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥 + 1
=

lim
x→0

𝜂𝜇𝑥

lim
x→0

 𝑥 + 1 
= 0 

αφού τα lim
x→0

𝜂𝜇𝑥 και lim
x→0

 𝑥 + 1  

υπάρχουν και ισούνται με 𝜂𝜇0 = 0 και 0 + 1 = 1 αντίστοιχα. 

 𝛄  lim
x→0

𝜏𝜀𝜇𝑥 = lim
x→0

1

𝜎𝜐𝜈𝑥
=

1

lim
x→0

𝜎𝜐𝜈𝑥
=

1

𝜎𝜐𝜈0
= 1 

αφού τα lim
x→0

1 και lim
x→0

𝜎𝜐𝜈𝑥 υπάρχουν και  

 

ισούνται με 1 και 𝜎𝜐𝜈0 = 1 αντίστοιχα. 

 

2. 
𝛂) lim

x→0+

𝜂𝜇 3𝑥 

𝑥
= 3 lim

x→0+

𝜂𝜇 3𝑥 

3𝑥
= 3 lim

u→0+

𝜂𝜇 𝑢 

𝑢
= 3 ∙ 1 = 3 

(αφού το όριο lim
x→0

𝜂𝜇  𝑥 

𝑥
 υπάρχει και ισούται με 1, τότε lim

x→0

𝜂𝜇  𝑥 

𝑥
= lim

x→0+

𝜂𝜇  𝑥 

𝑥
= 1) 

 𝛃  lim
x→0

𝜂𝜇 2𝑥 

𝜂𝜇 4𝑥 
= lim

x→0

2

4

𝜂𝜇 2𝑥 
2𝑥

𝜂𝜇 4𝑥 
4𝑥

=
2

4
lim
x→0

𝜂𝜇 2𝑥 
2𝑥

𝜂𝜇 4𝑥 
4𝑥

 

=
1

2

lim
x→0

𝜂𝜇 2𝑥 
2𝑥

lim
x→0

𝜂𝜇 4𝑥 
4𝑥

=
1

2
∙

1

1
=

1

2
 

 𝛄  lim
x→0

𝜀𝜑 2𝑥 

𝑥
= 2lim

x→0

𝜀𝜑 2𝑥 

2𝑥
= 2lim

x→0

𝜂𝜇 2𝑥 

2𝑥𝜎𝜐𝜈 2𝑥 
 

= 2lim
x→0

𝜂𝜇 2𝑥 
2𝑥

𝜎𝜐𝜈 2𝑥 
= 2

lim
x→0

𝜂𝜇 2𝑥 
2𝑥

lim
x→0

𝜎𝜐𝜈 2𝑥 
 

= 2
lim
x→0

𝜂𝜇 𝑥 
𝑥

lim
x→0

𝜎𝜐𝜈 2𝑥 
= 2

1

𝜎𝜐𝜈 2 ∙ 0 
= 2

1

𝜎𝜐𝜈0
= 2 

αφού τα lim
x→0

ημ  x 

x
και lim

x→0
𝜎𝜐𝜈 2𝑥  υπάρχουν και ισούνται με  1 και συν0 = 1 αντίστοιχα. 

 𝛅    lim
x→4

𝜂𝜇 𝑥 − 4 

𝑥3 − 4𝑥2 =   lim
x→4

𝜂𝜇 𝑥 − 4 

𝑥2 𝑥 − 4 
=   lim

x→4
 

1

𝑥2 ∙
𝜂𝜇 𝑥 − 4 

𝑥 − 4
  

Όμως,  

1

lim
x→4

𝑥2 =
1

42 =
1

16
  και lim

x→4

𝜂𝜇 𝑥 − 4 

𝑥 − 4
= lim

u→0

𝜂𝜇 𝑢 

𝑢
= 1 

(εφαρμόζοντας το μετασχηματισμό 𝑢 𝑥 = 𝑥 − 4). Άρα 

 lim
x→4

1

𝑥2 ∙  lim
x→4

𝜂𝜇 𝑥 − 4 

𝑥 − 4
 =

1

16
 

 𝛆  lim
x→0

1 − 𝜎𝜐𝜈2𝑥

𝑥2 = lim
x→0

𝜂𝜇2𝑥

𝑥2 = lim
x→0

 
𝜂𝜇𝑥

𝑥
 

2

=  lim
x→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥
 

2

= 12 = 1  (κατα τα γνωστά) 
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 𝛔𝛕  lim
x→0

1 − 𝜎𝜐𝜈 2𝑥 

𝑥 ∙ 𝜂𝜇 2𝑥 
= lim

x→0

2𝜂𝜇2𝑥

𝑥 ∙ 2𝜂𝜇𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥
= lim

x→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥 ∙ 𝜎𝜐𝜈𝑥
 

= lim
x→0

 
1

𝜎𝜐𝜈𝑥
∙
𝜂𝜇𝑥

𝑥
  

και κατα τα γνωστά, 

lim
x→0

 
1

𝜎𝜐𝜈𝑥
∙
𝜂𝜇𝑥

𝑥
 =  lim

x→0

1

𝜎𝜐𝜈𝑥
 ∙  lim

x→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥
 = 1 

 

3. (α) Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑓 𝑥 = 𝑥4 ∙ 𝜂𝜇  
1

𝑥
 , 𝑥 ≠ 0. Είναι −1 ≤ 𝜂𝜇  

1

𝑥
 ≤ 1, 𝑥 ≠ 0. 

Πολλαπλασιάζοντας με 𝑥4, παίρνουμε (για 𝑥 ≠ 0) 

−𝑥4 ∙   
𝑔 𝑥 

≤ 𝑥4 ∙ 𝜂𝜇  
1

𝑥
 

       
𝑓 𝑥 

≤ 𝑥4 ∙ 
𝑕 𝑥 

 

Αλλά, lim𝑥→0 𝑔 𝑥 = 0 και lim𝑥→0 𝑕 𝑥 = 0 και άρα, από το Κριτήριο παρεμβολής έπεται ότι και 

lim𝑥→0 𝑓 𝑥 = 0, δηλ. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒙𝟒 ∙ 𝜼𝝁  
𝟏

𝒙
 = 𝟎. 

 

𝛃) lim
𝑥→+∞

𝜂𝜇𝑥

𝑥 − 5
= lim

𝑥→+∞

𝜂𝜇𝑥
𝑥

𝑥 − 5
𝑥

= lim
𝑥→+∞

𝜂𝜇𝑥
𝑥

1 −
5
𝑥

=
lim

𝑥→+∞

𝜂𝜇𝑥
𝑥

lim
𝑥→+∞

 1 −
5
𝑥
 

= 0, 

αφού lim
𝑥→+∞

𝜂𝜇 𝑥

𝑥
= 0 και lim

𝑥→+∞
 1 −

5

𝑥
 = 1 

 

Απόδειξη του πρώτου ισχυρισμού: Είναι −1 ≤ 𝜂𝜇𝑥 ≤ 1, ∀𝑥 ∈ ℝ. Αν 𝑥 > 0, τότε πολλαπλασιάζοντας με 
1

𝑥
, παίρνουμε 

−
1

𝑥 
𝑔 𝑥 

≤
1

𝑥
∙ 𝜂𝜇 𝑥 

       
𝑓 𝑥 

≤
1

𝑥
∙

 
𝑕 𝑥 

 

Αλλά, lim𝑥→+∞ 𝑔 𝑥 = 0 και lim𝑥→+∞ 𝑕 𝑥 = 0 και άρα, από το Κριτήριο παρεμβολής έπεται ότι και 

lim𝑥→+∞ 𝑓 𝑥 = 0, δηλ. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝜼𝝁𝒙

𝒙
= 𝟎. 

 

(γ) Είναι −1 ≤ 𝜎𝜐𝜈 3𝑥 ≤ 1, ∀𝑥 ∈ ℝ. Αν 𝑥 < 0, τότε πολλαπλασιάζοντας με 
1

𝑥3+𝑥
, παίρνουμε 

−
1

𝑥3 + 𝑥       
𝑔 𝑥 

≤
𝜎𝜐𝜈 3𝑥 

𝑥3 + 𝑥     
𝑓 𝑥 

≤
1

𝑥3 + 𝑥
∙

     
𝑕 𝑥 

 

Αλλά, lim𝑥→−∞ 𝑔 𝑥 = 0 και lim𝑥→−∞ 𝑕 𝑥 = 0 και άρα, από το κριτήριο παρεμβολής έπεται ότι και 

lim𝑥→−∞ 𝑓 𝑥 = 0, δηλ. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝝈𝝊𝝂 𝟑𝒙 

𝒙𝟑 + 𝒙
= 𝟎. 

 

(δ) Θεωρούμε τη συνάρτηση 

𝑓 𝑥 =  𝑥2 − 2𝑥 + 1 ∙ 𝜂𝜇  
1

𝑥 − 1
 , 𝑥 ≠ 1. 

Είναι για κάθε 𝑥 ≠ 1 

𝑓 𝑥 =  𝑥2 − 2𝑥 + 1 ∙ 𝜂𝜇  
1

𝑥 − 1
 =  𝑥 − 1 2 ∙ 𝜂𝜇  

1

𝑥 − 1
  

Έχουμε: −1 ≤ 𝜂𝜇  
1

𝑥−1
 ≤ 1, ∀𝑥 > 1. Άρα, αν 𝑥 > 1, τότε πολλαπλασιάζοντας με  𝑥 − 1 2 > 0, 

παίρνουμε 

− 𝑥 − 1 2       
𝑔 𝑥 

≤  𝑥 − 1 2 ∙ 𝜂𝜇  
1

𝑥 − 1
 

               
𝑓 𝑥 

≤  𝑥 − 1 2     
𝑕 𝑥 

 

Άρα,  𝑥2 − 2𝑥 + 1 ∙ 𝜂𝜇  
1

𝑥−1
 = 0. Ομοίως, δείχνουμε ότι lim

𝑥→1−
 𝑥2 − 2𝑥 + 1 ∙ 𝜂𝜇  

1

𝑥−1
 = 0. Έτσι, 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏 ∙ 𝜼𝝁  
𝟏

𝒙 − 𝟏
 = 𝟎. 

 


