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4.2 ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

Δραστηριότητες σελ. 194-195 (Τριγωνομετρικές εξισώσεις) 

 

1. (α) Έχουμε 

𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇  
𝜋

5
 ⟺  𝑥 = 2𝜅𝜋 +

𝜋

5
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  𝑥 =  2𝜅 + 1 𝜋 −

𝜋

5
, 𝜅 ∈ ℤ  

⟺  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 +
𝝅

𝟓
, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 +

𝟒𝝅

𝟓
, 𝜿 ∈ ℤ  

(β) Έχουμε 

𝜂𝜇𝑥 = 1 ⟺ 𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇  
𝜋

2
  

⟺  𝑥 = 2𝜅𝜋 +
𝜋

2
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  𝑥 =  2𝜅 + 1 𝜋 −

𝜋

2
, 𝜅 ∈ ℤ  

⟺ 𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 +
𝝅

𝟐
, 𝜿 ∈ ℤ 

(γ) Έχουμε 

𝜂𝜇 3𝑥 =
1

2
⟺ 𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇  

𝜋

6
  

⟺  3𝑥 = 2𝜅𝜋 +
𝜋

6
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  𝑥 =  2𝜅 + 1 𝜋 −

𝜋

6
, 𝜅 ∈ ℤ  

⟺  𝒙 =
𝟐

𝟑
𝜿𝝅 +

𝝅

𝟏𝟖
, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 =

𝟐

𝟑
𝜿𝝅+⟺

𝟓𝝅

𝟏𝟖
, 𝜿 ∈ ℤ  

 

(δ) Έχουμε 

𝜂𝜇  3𝑥 −
𝜋

4
 =

1

2
⟺ 𝜂𝜇  3𝑥 −

𝜋

4
 = 𝜂𝜇  

𝜋

6
  

 

⟺  3𝑥 −
𝜋

4
= 2𝜅𝜋 +

𝜋

6
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  3𝑥 −

𝜋

4
=  2𝜅 + 1 𝜋 −

𝜋

6
, 𝜅 ∈ ℤ  

 

⟺  3𝑥 = 2𝜅𝜋 +
𝜋

6
+
𝜋

4
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  3𝑥 = 2𝜅𝜋 +

5𝜋

6
+
𝜋

4
, 𝜅 ∈ ℤ  

 

⟺  3𝑥 = 2𝜅𝜋 +
5𝜋

12
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  3𝑥 = 2𝜅𝜋 +

13𝜋

12
, 𝜅 ∈ ℤ  

 

⟺  𝒙 =
𝟐

𝟑
𝜿𝝅 +

𝟓𝝅

𝟑𝟔
, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 =

𝟐

𝟑
𝜿𝝅 +

𝟏𝟑𝝅

𝟑𝟔
, 𝜿 ∈ ℤ  

 

(ε) Είναι 

𝜂𝜇 2𝑥 − 2 = 0 ⟺ 𝜂𝜇 2𝑥 = 2 

η οποία είναι αδύνατη αφού 𝜂𝜇 2𝑥 ∈  −1,1  

 

(στ) Έχουμε 

2𝜂𝜇𝑥 +  3 = 0 ⟺ 2𝜂𝜇𝑥 = − 3 ⟺ 𝜂𝜇𝑥 = −
 3

2
⟺ 𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇  

4𝜋

3
  

 

⟺  𝑥 = 2𝜅𝜋 +
4𝜋

3
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  𝑥 =  2𝜅 + 1 𝜋 −

4𝜋

3
, 𝜅 ∈ ℤ  

⟺  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 +
𝟒𝝅

𝟑
, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅−

𝝅

𝟑
, 𝜿 ∈ ℤ  

 

2. (α) Έχουμε 

𝜎𝜐𝜈𝑥 = 𝜎𝜐𝜈  
𝜋

7
 ⟺ 𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 ±

𝝅

𝟕
,𝜿 ∈ ℤ 

(β) Έχουμε 

𝜎𝜐𝜈 2𝑥 =
 2

2
⟺ 𝜎𝜐𝜈 2𝑥 = 𝜎𝜐𝜈  

𝜋

4
  

⟺  2𝑥 = 2𝜅𝜋 +
𝜋

4
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  2𝑥 = 2𝜅𝜋 −

𝜋

4
, 𝜅 ∈ ℤ  

⟺ 𝒙 = 𝜿𝝅 ±
𝝅

𝟖
, 𝜿 ∈ ℤ 
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(γ) Έχουμε 

2𝜎𝜐𝜈 2𝑥 − 1 = 0 ⟺ 𝜎𝜐𝜈 2𝑥 =
1

2
⟺ 𝜎𝜐𝜈 2𝑥 =

𝜋

3
 

⟺  2𝑥 = 2𝜅𝜋 +
𝜋

3
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  2𝑥 = 2𝜅𝜋 −

𝜋

3
, 𝜅 ∈ ℤ  

⟺ 𝒙 = 𝜿𝝅 ±
𝝅

𝟔
, 𝜿 ∈ ℤ 

 

(δ) Είναι αδύνατη αφού 𝜎𝜐𝜈 4𝑥 ∈  −1,1  

 

(ε) Έχουμε 

𝜎𝜐𝜈  𝑥 −
𝜋

4
 = 𝜎𝜐𝜈  2𝑥 −

𝜋

3
  

⟺  𝑥 −
𝜋

4
= 2𝜅𝜋 + 2𝑥 −

𝜋

3
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  2𝑥 −

𝜋

3
= 2𝜅𝜋 −  2𝑥 −

𝜋

3
 , 𝜅 ∈ ℤ  

 

⟺  −𝑥 = 2𝜅𝜋 +
𝜋

4
−
𝜋

3
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  3𝑥 = 2𝜅𝜋 +

𝜋

3
+
𝜋

4
, 𝜅 ∈ ℤ  

⟺  𝒙 =
𝝅

𝟏𝟐
− 𝟐𝜿𝝅, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 =

𝟐

𝟑
𝜿𝝅 +

𝟕𝝅

𝟑𝟔
, 𝜿 ∈ ℤ  

⟺  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 +
𝝅

𝟏𝟐
, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 =

𝟐

𝟑
𝜿𝝅 +

𝟕𝝅

𝟑𝟔
, 𝜿 ∈ ℤ  

(το αρνητικό πρόσημο απορροφήθηκε στο 𝜅) 

 

(στ) Έχουμε 

𝜎𝜐𝜈  𝑥 −
𝜋

3
 = 𝜂𝜇𝑥 ⟺ 𝜎𝜐𝜈  𝑥 −

𝜋

3
 = 𝜎𝜐𝜈  

𝜋

2
− 𝑥  

⟺  𝑥 −
𝜋

3
= 2𝜅𝜋 +

𝜋

2
− 𝑥, 𝜅 ∈ ℤ ∨  𝑥 −

𝜋

3
= 2𝜅𝜋 −  

𝜋

2
− 𝑥 , 𝜅 ∈ ℤ  

⟺  2𝑥 = 2𝜅𝜋 +
𝜋

2
+
𝜋

3
, 𝜅 ∈ ℤ ⟺  2𝑥 = 2𝜅𝜋 +

5𝜋

6
, 𝜅 ∈ ℤ  

⟺ 𝒙 = 𝜿𝝅 +
𝟓𝝅

𝟏𝟐
, 𝜿 ∈ ℤ 

 

3. (α) Έχουμε 

𝜀𝜑𝑥 = 𝜀𝜑  
𝜋

9
 ⟺ 𝒙 = 𝜿𝝅 +

𝝅

𝟗
, 𝜿 ∈ ℤ 

(β) Έχουμε 

𝜎𝜑 2𝑥 = 𝜎𝜑  
𝜋

11
 ⟺ 2𝑥 = 𝜅𝜋 +

𝜋

11
, 𝜅 ∈ ℤ 

⟺ 𝒙 =
𝜿𝝅

𝟐
+

𝝅

𝟐𝟐
, 𝜿 ∈ ℤ 

(γ) Έχουμε 

𝜀𝜑 3𝑥 = 1 ⟺ 𝜀𝜑 3𝑥 = 𝜀𝜑  
𝜋

4
 ⟺ 3𝑥 = 𝜅𝜋 +

𝜋

4
, 𝜅 ∈ ℤ ⟺ 𝒙 =

𝜿𝝅

𝟑
+

𝝅

𝟏𝟐
, 𝜿 ∈ ℤ 

(δ) Έχουμε 

3𝜎𝜑𝑥 = − 3 ⟺ 𝜎𝜑𝑥 = −
 3

3
⟺ 𝜀𝜑𝑥 = − 3 

⟺ 𝜎𝜑𝑥 = 𝜎𝜑  −
𝜋

3
 ⟺ 𝑥 = 𝜅𝜋 +  −

𝜋

3
 , 𝜅 ∈ ℤ 

⟺ 𝒙 = 𝜿𝝅−
𝝅

𝟑
, 𝜿 ∈ ℤ 

(ε) Έχουμε 

𝜀𝜑  3𝑥 −
𝜋

4
 = 𝜀𝜑  𝑥 −

𝜋

3
 ⟺ 3𝑥 −

𝜋

4
= 𝜅𝜋 +  𝑥 −

𝜋

3
 , 𝜅 ∈ ℤ 

 

⟺ 2𝑥 = 𝜅𝜋 +
𝜋

4
−
𝜋

3
, 𝜅 ∈ ℤ  ⟺    𝒙 =

𝜿𝝅

𝟐
−

𝝅

𝟐𝟒
, 𝜿 ∈ ℤ 

 

(στ) Έχουμε 

𝜀𝜑𝑥 = 𝜎𝜑𝑥 ⟺ 𝜀𝜑𝑥 = 𝜀𝜑  
𝜋

2
− 𝑥 , 𝜅 ∈ ℤ 

⟺ 𝑥 = 𝜅𝜋 +
𝜋

2
− 𝑥,   𝜅 ∈ ℤ ⟺    2𝑥 = 𝜅𝜋 +

𝜋

2
, 𝜅 ∈ ℤ  
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⟺ 𝒙 =
𝜿𝝅

𝟐
+
𝝅

𝟒
, 𝜿 ∈ ℤ 

4. (α) Έχουμε 

 𝜂𝜇𝑥 − 1 ∙  2𝜂𝜇𝑥 + 1 = 0 ⟺  𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇  
𝜋

2
  ∨  𝜂𝜇𝑥 =  −

𝜋

6
   

 

⟺  𝜂𝜇𝑥 = 2𝜅𝜋 +
𝜋

2
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇  −

𝜋

6
   

 

⟺  𝜂𝜇𝑥 = 2𝜅𝜋 +
𝜋

2
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  𝜂𝜇𝑥 = 2𝜅𝜋 +  −

𝜋

6
 , 𝜅 ∈ ℤ ∨  𝜂𝜇𝑥 = 2𝜅𝜋 +  −

𝜋

6
 , 𝜅 ∈ ℤ  

 

⟺  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 +
𝝅

𝟐
, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 +

𝟕𝝅

𝟔
, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 −

𝝅

𝟔
, 𝜿 ∈ ℤ  

(β) Έχουμε 

𝜎𝜐𝜈𝑥 ∙  1 − 𝜎𝜐𝜈𝑥 = 0 ⟺  𝜎𝜐𝜈𝑥 = 0 ∨  𝜎𝜐𝜈𝑥 = 1 ⟺  𝜎𝜐𝜈𝑥 = 𝜎𝜐𝜈  
𝜋

2
  ∨  𝜎𝜐𝜈𝑥 = 𝜎𝜐𝜈0  

 

⟺  
𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 ±

𝝅

𝟐
, 𝜿 ∈ ℤ

𝒙 = 𝟐𝜿𝝅, 𝜿 ∈ ℤ

  

 

(γ) Έχουμε 

2𝜂𝜇2𝑥 − 1 = 0 ⟺ 1 − 2𝜂𝜇2𝑥 = 0 ⟺ 𝜎𝜐𝜈 2𝑥 = 0 ⟺ 𝜎𝜐𝜈 2𝑥 = 𝜎𝜐𝜈  
𝜋

2
  

⟺ 𝟐𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 ±
𝝅

𝟐
, 𝜿 ∈ ℤ ⟺ 𝒙 = 𝜿𝝅 ±

𝝅

𝟒
, 𝜿 ∈ ℤ 

 

(δ) Έχουμε 

2𝜀𝜑𝑥 + 𝜏𝜀𝜇2𝑥 = 0 ⟺ 𝜀𝜑2𝑥 + 2𝜀𝜑𝑥 + 1 = 0 ⟺  𝜀𝜑𝑥 + 1 2 = 0 ⟺ 𝜀𝜑𝑥 = −1 

⟺ 𝜀𝜑𝑥 = 𝜀𝜑  −
𝜋

4
 ⟺ 𝒙 = 𝜿𝝅−

𝝅

𝟒
, 𝜿 ∈ ℤ 

 

(ε) Έχουμε 

2𝜂𝜇2𝑥 + 𝜂𝜇𝑥 − 1 = 0 ⟺  𝜂𝜇𝑥 + 1  2𝜂𝜇𝑥 − 1 = 0 

⟺  𝜂𝜇𝑥 = −1 ∨  𝜂𝜇𝑥 =
1

2
  

⟺  𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇  −
𝜋

2
  ∨  𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇  

𝜋

6
   

⟺  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅−
𝝅

𝟐
, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 +

𝝅

𝟔
, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 +

𝟓𝝅

𝟔
, 𝜿 ∈ ℤ  

 

(στ) Έχουμε 

𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈 2𝑥      
1−2𝜂𝜇 2𝑥

= 1 ⟺ 𝜂𝜇𝑥 − 2𝜂𝜇2𝑥 = 0 

⟺ 𝜂𝜇𝑥 1 − 2𝜂𝜇𝑥 = 0 ⟺  𝜂𝜇𝑥 = 0 ∨  𝜂𝜇𝑥 =
1

2
  

⟺  𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇0 ∨  𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇  
𝜋

6
   

⟺  𝑥 = 2𝜅𝜋, 𝜅 ∈ ℤ ∨  𝑥 = 2𝜅𝜋 +
𝜋

6
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  𝑥 = 2𝜅𝜋 +

5𝜋

6
, 𝜅 ∈ ℤ  

⟺  𝒙 = 𝜿𝝅, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 +
𝝅

𝟔
, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 +

𝟓𝝅

𝟔
, 𝜿 ∈ ℤ  

 

(ζ) Έχουμε 

1 − 𝜎𝜐𝜈𝑥 = 𝜂𝜇𝑥 ∙ 𝜂𝜇  
𝑥

2
  

⟺ 1 −  2𝜎𝜐𝜈2  
𝑥

2
 − 1 = 2𝜂𝜇  

𝑥

2
 ∙ 𝜎𝜐𝜈  

𝑥

2
 ∙ 𝜂𝜇  

𝑥

2
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⟺ 2 1 − 𝜎𝜐𝜈2  
𝑥

2
  = 2𝜂𝜇2  

𝑥

2
 ∙ 𝜎𝜐𝜈  

𝑥

2
  

⟺ 2 1 − 𝜎𝜐𝜈2  
𝑥

2
  = 2 1 − 𝜎𝜐𝜈2  

𝑥

2
  ∙ 𝜎𝜐𝜈  

𝑥

2
  

⟺  1 − 𝜎𝜐𝜈2  
𝑥

2
  ∙  1 − 𝜎𝜐𝜈  

𝑥

2
  = 0 

⟺  1 + 𝜎𝜐𝜈  
𝑥

2
  ∙  1 − 𝜎𝜐𝜈  

𝑥

2
  

2

= 0 

και λύνοντας κατά τα γνωστά, βρίσκουμε ότι το σύνολο λύσεων είναι το  𝟐𝜿𝝅, 𝜿 ∈ ℤ  

 

(η) Έχουμε 

𝜂𝜇 10𝑥 𝜎𝜐𝜈 6𝑥 = 𝜂𝜇 18𝑥 𝜎𝜐𝜈 2𝑥  

⟺
1

2
 𝜂𝜇 16𝑥 + 𝜂𝜇 4𝑥  =

1

2
 𝜂𝜇 20𝑥 + 𝜂𝜇 16𝑥   

⟺ 𝜂𝜇 16𝑥 + 𝜂𝜇 4𝑥 = 𝜂𝜇 20𝑥 + 𝜂𝜇 16𝑥  

⟺ 𝜂𝜇 4𝑥 = 𝜂𝜇 20𝑥  

⟺  4𝑥 = 2𝜅𝜋 + 20𝑥, 𝜅 ∈ ℤ ∨  4𝑥 =  2𝜅 + 1 𝜋 − 20𝑥, 𝜅 ∈ ℤ  

⟺  4𝑥 = 2𝜅𝜋 + 20𝑥, 𝜅 ∈ ℤ ∨  4𝑥 =  2𝜅 + 1 𝜋 − 20𝑥, 𝜅 ∈ ℤ  

⟺  𝒙 = −
𝜿𝝅

𝟖
, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 =

𝜿𝝅

𝟏𝟐
+

𝝅

𝟐𝟒
, 𝜿 ∈ ℤ  

 

5. (α) Λάθος. Η εξίσωση είναι αδύνατη 

(β) Σωστό. 

(γ) Λάθος. Μια λύση είναι π.χ. η 𝑥 = 0 

(δ) Σωστό. Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα ως 

𝜀𝜑2017𝑥 − 𝜀𝜑2016𝑥 − 2𝜀𝜑2𝑥 − 2𝜀𝜑𝑥 = 0 

Ακολούθως, αντικαταστήστε 𝑥 =
𝜋

4
 και χρησιμοποιήστε το ότι 𝜀𝜑  

𝜋

4
 = 1. 

 

6. (α)  

𝜎𝜐𝜈  3𝑥 +
𝜋

4
 = 𝜎𝜐𝜈  𝑥 −

𝜋

3
  

 

⟺  3𝑥 +
𝜋

4
= 2𝜅𝜋 + 𝑥 −

𝜋

3
, 𝜅 ∈ ℤ ∨  3𝑥 +

𝜋

4
= 2𝜅𝜋 −  𝑥 −

𝜋

3
 , 𝜅 ∈ ℤ  

 

⟺⋯⟺  𝒙 = 𝜿𝝅 −
𝟕𝝅

𝟐𝟒
, 𝜿 ∈ ℤ ∨  𝒙 =

𝜿𝝅

𝟐
+

𝝅

𝟒𝟖
, 𝜿 ∈ ℤ  

 

Για 𝜅 = 0,  έχουμε 𝑥 =
7𝜋

24
 ∉  0, 𝜋  και 𝒙 =

𝝅

𝟒𝟖
∈  𝟎, 𝝅 ,  για 𝜅 = −1,  έχουμε 𝑥 = −

31𝜋

24
 ∉  0, 𝜋  και  

𝒙 =
𝟐𝟓𝝅

𝟒𝟖
∈  𝟎, 𝝅 ,  

για 𝜅 = 1,  έχουμε 

𝒙 =
𝟏𝟕𝝅

𝟐𝟒
 ∈  𝟎, 𝝅   και 𝒙 =

𝟐𝟓𝝅

𝟒𝟖
∈  𝟎,𝝅  

 

(β) 

𝜎𝜑 4𝑥 − 𝜋 = 𝜎𝜑  𝑥 −
𝜋

3
 ⟺  4𝑥 − 𝜋 = 𝜅𝜋 + 𝑥 −

𝜋

3
, 𝜅 ∈ ℤ  

⟺  𝑥 =
1

3
 𝜅𝜋 +

2𝜋

3
 , 𝜅 ∈ ℤ  

 

Για 𝜅 ∈ ℤ, 𝜅 > 1 οι τιμές είναι θετικές, άρα εκτός του  −𝜋, 0 . 

Για 𝜅 = −1,  έχουμε 𝒙 = −
𝝅

𝟗
 ∈  −𝝅, 𝟎   

Για 𝜅 = −2,  έχουμε 𝒙 = −
𝟒𝝅

𝟗
 ∈  −𝝅, 𝟎  

Για 𝜅 = −3,  έχουμε 𝒙 = −
𝟕𝝅

𝟗
 ∈  −𝝅, 𝟎  

Για 𝜅 = −4,  έχουμε 𝑥 = −
10𝜋

9
 ∉  −𝜋, 0  

 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/%E2%88%89
https://en.wikipedia.org/wiki/%E2%88%89
https://en.wikipedia.org/wiki/%E2%88%89
https://en.wikipedia.org/wiki/%E2%88%89
https://en.wikipedia.org/wiki/%E2%88%89
https://en.wikipedia.org/wiki/%E2%88%89
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(γ) 

𝜎𝜐𝜈  𝑥 +
𝜋

3
 = 𝜂𝜇𝑥 ⟺ 𝜎𝜐𝜈  𝑥 +

𝜋

3
 = 𝜎𝜐𝜈  

𝜋

2
− 𝑥  

 

⟺  𝑥 +
𝜋

3
= 2𝜅𝜋 +

𝜋

2
− 𝑥, 𝜅 ∈ ℤ ∨  𝑥 +

𝜋

3
= 2𝜅𝜋 −  

𝜋

2
− 𝑥 , 𝜅 ∈ ℤ  

 

⟺  2𝑥 = 2𝜅𝜋 +
𝜋

2
−
𝜋

3
, 𝜅 ∈ ℤ ⟺ 𝒙 = 𝜿𝝅 +

𝝅

𝟏𝟐
, 𝜿 ∈ ℤ 

Για 𝜅 = −1,  έχουμε 𝑥 = −
11𝜋

12
< 0   Για 𝜅 = 0,  έχουμε 𝒙 =

𝝅

𝟏𝟐
 ∈  𝟎, 𝟐𝝅  

Για 𝜅 = 1,  έχουμε 𝒙 =
𝟏𝟑𝝅

𝟏𝟐
 ∈  𝟎, 𝟐𝝅  Για 𝜅 = 2,  έχουμε 𝑥 =

25𝜋

12
> 2𝜋 

 

 


