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4.1 ΜΕΣΑ΢ΧΗΜΑΣΙ΢ΜΟΙ ΣΡΙΓΩΝΟΜΕΣΡΙΚΩΝ ΠΑΡΑ΢ΣΑ΢ΕΩΝ 

Δραςτηριότητεσ ςελ. 185 (Μεταςχηματιςμοί τριγωνομετρικών παραςτάςεων) 

 

1. (α) Έχουμε 

2𝜂𝜇 4𝜔 𝜂𝜇𝜔 = 𝜎𝜐𝜈 4𝜔 − 𝜔 − 𝜎𝜐𝜈 4𝜔 + 𝜔  

= 𝜎𝜐𝜈 3𝜔 − 𝜎𝜐𝜈 5𝜔  

(β) Έχουμε 

𝜎𝜐𝜈 8𝜓 𝜎𝜐𝜈 2𝜓 =
1

2
 𝜎𝜐𝜈 8𝜓 − 2𝜓 + 𝜎𝜐𝜈 8𝜓 + 2𝜓   

=
1

2
 𝜎𝜐𝜈 6𝜓 + 𝜎𝜐𝜈 10𝜓   

(γ) Έχουμε 

𝜎𝜐𝜈 2𝑥 𝜂𝜇𝑥 =
1

2
 𝜂𝜇 2𝑥 + 𝑥 + 𝜂𝜇 𝑥 − 2𝑥   

=
1

2
 𝜂𝜇 3𝑥 + 𝜂𝜇(−𝑥) =

1

2
 𝜂𝜇 3𝑥 − 𝜂𝜇𝑥  

 

2. (α)  2𝜂𝜇135°𝜎𝜐𝜈15° = 𝜂𝜇 135° + 15° + 𝜂𝜇 135° − 15°  

= 𝜂𝜇 150° + 𝜂𝜇 120°  

= 𝜂𝜇 30° + 𝜂𝜇 60°  

=
1

2
+

 3

2
=

1 +  3

2
 

 

(β) 𝜂𝜇  
11𝜋

12
 𝜂𝜇  

7𝜋

12
 =

1

2
 𝜎𝜐𝜈  

11𝜋

12
−

7𝜋

12
 − 𝜎𝜐𝜈  

11𝜋

12
+

7𝜋

12
   

=
1

2
 𝜎𝜐𝜈  

4𝜋

12
 − 𝜎𝜐𝜈  

18𝜋

12
   

=
1

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝜋

3
 − 𝜎𝜐𝜈  𝜋 +

𝜋

2
   

=
1

2
 
1

2
+ 𝜂𝜇 𝜋  =

1

4
 

3. (α) Έχουμε 

𝜎𝜐𝜈 4𝜔 + 𝜎𝜐𝜈 2𝜔 = 2𝜎𝜐𝜈  
4𝜔 − 2𝜔

2
 ∙ 𝜎𝜐𝜈  

4𝜔 + 2𝜔

2
  

= 2𝜎𝜐𝜈  
2𝜔

2
 ∙ 𝜎𝜐𝜈  

6𝜔

2
 = 2𝜎𝜐𝜈 𝜔 ∙ 𝜎𝜐𝜈 3𝜔  

 

 

 

(β) Έχουμε 

𝜂𝜇 3𝛼 + 𝜂𝜇 2𝛼 = 2𝜂𝜇  
3𝛼 + 2𝛼

2
 ∙ 𝜎𝜐𝜈  

3𝛼 − 2𝛼

2
  

= 2𝜂𝜇  
5𝛼

2
 ∙ 𝜎𝜐𝜈  

𝛼

2
  

 

 

(γ) Έχουμε 

𝜂𝜇 7𝑥 + 𝜎𝜐𝜈 2𝑥 = 𝜂𝜇 7𝑥 + 𝜂𝜇  
𝜋

2
− 2𝑥  

= 2𝜂𝜇  
7𝑥 +

𝜋
2
− 2𝑥

2
 ∙ 𝜎𝜐𝜈  

7𝑥 −  
𝜋
2
− 2𝑥 

2
  

= 2𝜂𝜇  
10𝑥 + 𝜋

4
 ∙ 𝜎𝜐𝜈  

18𝑥 − 𝜋

4
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4. (α) Έχουμε 
𝟐𝜼𝝁 𝟑𝒙 𝝈𝝊𝝂𝒙 − 𝜂𝜇 2𝑥 

2𝜂𝜇 3𝑥 𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈 4𝑥 
=

𝜼𝝁 𝟒𝒙 + 𝜂𝜇 2𝑥 − 𝜂𝜇 2𝑥 

𝜎𝜐𝜈 2𝑥 − 𝜎𝜐𝜈 4𝑥 + 𝜎𝜐𝜈 4𝑥 
 

 

=
𝜂𝜇 4𝑥 

𝜎𝜐𝜈 2𝑥 
=

2𝜂𝜇 2𝑥 𝜎𝜐𝜈 2𝑥 

𝜎𝜐𝜈 2𝑥 
= 2𝜂𝜇 2𝑥  

 

 

(β) Έχουμε 

2𝜂𝜇  
𝜋

4
+ 𝑥 𝜂𝜇  

𝜋

4
− 𝑥  

= 𝜎𝜐𝜈  
𝜋

4
+ 𝑥 −  

𝜋

4
− 𝑥  − 𝜎𝜐𝜈  

𝜋

4
+ 𝑥 +  

𝜋

4
− 𝑥   

= 𝜎𝜐𝜈 2𝑥 − 𝜎𝜐𝜈  
𝜋

2
 = 𝜎𝜐𝜈 2𝑥  

(γ) Έχουμε 

𝜂𝜇𝜔 + 𝜂𝜇𝜑

𝜎𝜐𝜈𝜔 + 𝜎𝜐𝜈𝜑
=

2𝜂𝜇  
𝜔 + 𝜑

2
 𝝈𝝊𝝂  

𝝎 − 𝝋
𝟐

 

2𝜎𝜐𝜈  
𝜔 + 𝜑

2
 𝝈𝝊𝝂  

𝝎 − 𝝋
𝟐

 
=

𝜂𝜇  
𝜔 + 𝜑

2
 

𝜎𝜐𝜈  
𝜔 + 𝜑

2
 

= 𝜀𝜑  
𝜔 + 𝜑

2
  

 

 

(δ) Έχουμε 

𝜎𝜐𝜈 2𝛼 + 𝜎𝜐𝜈 4𝛼 

𝜎𝜐𝜈 2𝛼 − 𝜎𝜐𝜈 4𝛼 
=

2𝜎𝜐𝜈  
2𝛼 + 4𝛼

2
 𝜎𝜐𝜈  

2𝛼 − 4𝛼
2

 

2𝜂𝜇  
2𝛼 + 4𝛼

2
 𝜂𝜇  

4𝛼 − 2𝛼
2

 
 

 

=
2𝜎𝜐𝜈  

6𝛼
2

 𝜎𝜐𝜈  −
2𝛼
2

 

2𝜂𝜇  
6𝛼
2

 𝜂𝜇  
2𝛼
2

 
=

𝜎𝜐𝜈 3𝛼 𝜎𝜐𝜈 −𝛼        
𝜎𝜐𝜈𝛼

𝜂𝜇 3𝛼 𝜂𝜇 𝛼 
 

 

=
𝜎𝜐𝜈 3𝛼 

𝜂𝜇 3𝛼 
∙
𝜎𝜐𝜈𝛼

𝜂𝜇𝛼
= 𝜎𝜑 3𝛼 ∙ 𝜎𝜑𝛼 

 

 

 

(ε) Έχουμε 
𝜎𝜐𝜈𝛼 − 𝜎𝜐𝜈 5𝛼 

𝜂𝜇𝛼 + 𝜂𝜇 5𝛼 + 2𝜂𝜇 3𝛼 
 

 

=
2𝜂𝜇  

𝛼 + 5𝛼
2

 𝜂𝜇  
5𝛼 − 𝛼

2
 

2𝜂𝜇  
𝛼 + 5𝛼

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛼 − 5𝛼
2

 + 2𝜂𝜇 3𝛼 
 

 

=
2𝜂𝜇  

6𝛼
2

 𝜂𝜇  
4𝛼
2

 

2𝜂𝜇  
6𝛼
2

 𝜎𝜐𝜈  
−4𝛼

2
 + 2𝜂𝜇 3𝛼 

 

 

=
2𝜂𝜇 3𝛼 𝜂𝜇 2𝛼 

2𝜂𝜇 3𝛼 𝜎𝜐𝜈 −2𝛼 + 2𝜂𝜇 3𝛼 
 

 

=
2𝜂𝜇 3𝛼 𝜂𝜇 2𝛼 

2𝜂𝜇 3𝛼 𝜎𝜐𝜈 2𝛼 + 2𝜂𝜇 3𝛼 
=

2𝜂𝜇 3𝛼 𝜂𝜇 2𝛼 

2𝜂𝜇 3𝛼  𝜎𝜐𝜈 2𝛼 + 1 
 

 

=
𝜂𝜇 2𝛼 

𝜎𝜐𝜈 2𝛼 + 1
=

2𝜂𝜇𝛼𝜎𝜐𝜈𝛼

2𝜎𝜐𝜈2𝛼
=

𝜂𝜇𝛼

𝜎𝜐𝜈𝛼
= 𝜀𝜑𝛼 
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5. 
𝜂𝜇𝛢 = 𝜎𝜐𝜈𝛣 + 𝜎𝜐𝜈𝛤 ⟺ 𝜂𝜇𝛢 = 2𝜎𝜐𝜈  

𝛣 + 𝛤

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛣 − 𝛤

2
  

(αφοφ 𝛢 + 𝛣 + 𝛤 = 𝜋) 

⟺ 𝜂𝜇𝛢 = 2𝜎𝜐𝜈  
𝜋

2
−

𝛢

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛣 − 𝛤

2
 ⟺ 2𝜂𝜇  

𝛢

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛢

2
  

= 2𝜂𝜇  
𝛢

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛣 − 𝛤

2
 ⟺ 𝜎𝜐𝜈  

𝛢

2
 = 𝜎𝜐𝜈  

𝛣 − 𝛤

2
  

και αφοφ οι γωνίες 
𝛢

2
 και 

𝛣−𝛤

2
 είναι οξείες, έχουμε ότι 

𝛢

2
=

𝛣 − 𝛤

2
, 𝛿𝜂𝜆. 𝛢 

𝜋− 𝛣+𝛤 

= 𝛣 − 𝛤, 𝛿𝜂𝜆.  2𝛣 = 𝜋, 𝛿𝜂𝜆.   𝛣 =
𝜋

2
 

 

6. 𝛼 − 𝛽

𝛾
𝜎𝜐𝜈  

𝛤

2
 =

2𝑅𝜂𝜇𝛢 − 2𝑅𝜂𝜇𝛣

2𝑅𝜂𝜇𝛤
𝜎𝜐𝜈  

𝛤

2
  

 

=
𝜂𝜇𝛢 − 𝜂𝜇𝛣

𝜂𝜇𝛤
𝜎𝜐𝜈  

𝛤

2
  

(αφοφ 𝛢 + 𝛣 + 𝛤 = 𝜋) 

=
2𝜂𝜇  

𝛢 − 𝛣
2

 𝜎𝜐𝜈  
𝛢 + 𝛣

2
 

𝜂𝜇𝛤
𝜎𝜐𝜈  

𝛤

2
  

 

=
2𝜂𝜇  

𝛢 − 𝛣
2

 𝜎𝜐𝜈  
𝜋
2
−

𝛤
2
 

𝜼𝝁𝜞
𝜎𝜐𝜈  

𝛤

2
  

 

=
2𝜂𝜇  

𝛢 − 𝛣
2

 𝜂𝜇  
𝛤
2
 

𝟐𝜼𝝁 
𝜞
𝟐
 𝝈𝝊𝝂  

𝜞
𝟐
 

𝜎𝜐𝜈  
𝛤

2
 = 𝜂𝜇  

𝛢 − 𝛣

2
  

 

7. (α) Έχουμε 

𝜂𝜇𝛢 − 𝜂𝜇𝛣 + 𝜂𝜇𝛤 = 2𝜂𝜇  
𝛢 − 𝛣

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛢 + 𝛣

2
 + 2𝜂𝜇  

𝛤

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛤

2
  

= 2𝜂𝜇  
𝛢 − 𝛣

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝜋

2
−

𝛤

2
 + 2𝜂𝜇  

𝛤

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛤

2
  

 

= 2𝜂𝜇  
𝛢 − 𝛣

2
 𝜂𝜇  

𝛤

2
 + 2𝜂𝜇  

𝛤

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛤

2
  

 

= 2𝜂𝜇  
𝛤

2
  𝜂𝜇  

𝛢 − 𝛣

2
 + 𝜎𝜐𝜈  

𝛤

2
   

 

= 2𝜂𝜇  
𝛤

2
  𝜂𝜇  

𝛢 − 𝛣

2
 + 𝜎𝜐𝜈  

𝜋

2
−

𝛢 + 𝛣

2
   

 

= 2𝜂𝜇  
𝛤

2
  𝜂𝜇  

𝛢 − 𝛣

2
 + 𝜎𝜐𝜈  

𝛤

2
   

 

= 2𝜂𝜇  
𝛤

2
  𝜂𝜇  

𝛢 − 𝛣

2
 + 𝜂𝜇  

𝛢 + 𝛣

2
   

 

= 2𝜂𝜇  
𝛤

2
  2𝜂𝜇  

𝛢 − 𝛣
2

+
𝛢 + 𝛣

2
2

 𝜎𝜐𝜈  

𝛢 − 𝛣
2

+
𝛢 + 𝛣

2
2

   

 

= 4𝜂𝜇  
𝛤

2
 𝜂𝜇  

𝛢

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛣

2
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(β) Έχουμε 

𝜎𝜐𝜈𝛢 + 𝜎𝜐𝜈𝛣 + 𝜎𝜐𝜈𝛤 

= 2𝜎𝜐𝜈  
𝛢 + 𝛣

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛢 − 𝛣

2
 + 1 − 2𝜂𝜇2  

𝛤

2
  

 

= 2𝜎𝜐𝜈  
𝜋

2
−

𝛤

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛢 − 𝛣

2
 + 1 − 2𝜂𝜇2  

𝛤

2
  

 

= 2𝜂𝜇  
𝛤

2
 𝜎𝜐𝜈  

𝛢 − 𝛣

2
 + 1 − 2𝜂𝜇2  

𝛤

2
  

 

= 1 + 2𝜂𝜇  
𝛤

2
  𝜎𝜐𝜈  

𝛢 − 𝛣

2
 − 𝜂𝜇  

𝛤

2
   

 

= 1 + 2𝜂𝜇  
𝛤

2
  𝜎𝜐𝜈  

𝛢 − 𝛣

2
 − 𝜎𝜐𝜈  

𝛢 + 𝛣

2
   

 

= 1 + 2𝜂𝜇  
𝛤

2
 ∙  2𝜂𝜇  

𝛢 + 𝛣
2

+
𝛢 − 𝛣

2
2

 𝜂𝜇  

𝛢 + 𝛣
2

−
𝛢 − 𝛣

2
2

   

= 1 + 2𝜂𝜇  
𝛤

2
 ∙  2𝜂𝜇  

𝛢

2
 𝜂𝜇  

𝛣

2
   

 

= 1 + 4𝜂𝜇  
𝛢

2
 𝜂𝜇  

𝛣

2
 𝜂𝜇  

𝛤

2
  

 


