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Δραστηριότητες 

1. Να επιλύσετε τα πιο κάτω τρίγωνα:
(α) (β) 

2. (α) Να επιλύσετε το τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 με 𝑎 = 6 cm, 𝛽 = 10 cm  και 𝛤̂ = 24°.
(β) Να επιλύσετε το τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 με 𝑎 = 5 cm, 𝛽 = 3 cm και 𝛾 = 4 cm.

3. Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 ισχύουν οι σχέσεις:

(α)  𝑎συν𝛣 + 𝛽συν𝛢 = 𝛾

1
𝑎2 +

1
𝛽2 −

2συν𝛤
𝑎𝛽

=
𝛾2

𝑎2𝛽2

(γ)  (𝛽 + 𝛾)συν𝛢 + (𝛾 + 𝑎)συν𝛣 + (𝑎 + 𝛽)συν𝛤 = 𝑎 + 𝛽 + 𝛾 

4. Τα μέτρα των γωνιών 𝛣̂ και 𝛤̂ ενός τριγώνου 𝛢𝛣𝛤 είναι 𝛣̂ = 40° και 𝛤̂ = 80°. Να
αποδείξετε ότι ισχύει η σχέση 𝑎2 = 𝛽2 + 𝛾2 − 𝛽𝛾.

5. Αν σε τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 ισχύει η σχέση 𝑎 = 2𝛽συν𝛤, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι
ισοσκελές.

6. Σε κύκλο 𝛫(𝛰, 𝑅) φέρουμε χορδή 𝛢𝛣. Να αποδείξετε ότι 𝛢𝛣 = 𝑅√2 − 2συν(𝛢𝑂𝛣) .

7. Σε ισοσκελές τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 είναι 𝛢̂ = 120°. Να αποδείξετε ότι 𝑎2 = 3𝛽2.

(β)
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8. Ένας δασονόμος βρίσκεται στη θέση 𝛢 και παρατηρεί με το
τηλεσκόπιό του το τοπογραφικό σημείο 𝛴1, που απέχει 30 km
από αυτόν. Στη συνέχεια, ο δασονόμος παρατηρεί το
τοπογραφικό σημείο 𝛴2, που απέχει 55 km από αυτόν. Αν η
απόσταση μεταξύ των τοπογραφικών σημείων 𝛴1 και 𝛴2 είναι
45 km, να υπολογίσετε πόσες μοίρες πρέπει να στρέψει το
τηλεσκόπιό του, ώστε να παρατηρήσει το τοπογραφικό σημείο 𝛴2.

9. Να αποδείξετε ότι αν η γωνία 𝛢̂ του τριγώνου 𝛢𝛣𝛤 είναι οξεία, τότε 𝑎2 < 𝛽2 + 𝛾2.
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2.2 ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΣΤΟ ΤΡΙΓΩΝΟ 

2.2.2 Νόμος Συνημιτόνων - Λφσεις 

1. (α) 𝜹 = 𝟕 𝒄𝒎, 𝜻 = 𝟔 𝒄𝒎, 𝜺 = 𝟑 𝒄𝒎 

𝜎𝜐𝜈𝛦 =
𝛿2 + 𝜁2 − 𝜀2

2𝛿𝜁
=

72 + 62 − 32

2 ∙ 7 ∙ 6
= 0.9 ⇒ 𝜠 = 𝟐𝟓, 𝟑𝟏𝟎 

 
𝜁

𝜂𝜇𝛧 
=

𝜀

𝜂𝜇𝛦 
⇒

6

𝜂𝜇𝛧 
=

3

𝜂𝜇 25,31 
 

 

⇒ 𝜂𝜇𝛧 = 2𝜂𝜇 25,31 ≈ 0.855 ⇒ 𝜡 = 𝟓𝟖, 𝟕𝟓𝟎 
Τζλοσ, 

𝛥 + 𝛦 + 𝛧 = 180 ⇒ 𝜟 = 𝟗𝟓, 𝟗𝟒𝟎 

 

(β) 𝜸 = 𝟒 𝟑 𝒄𝒎, 𝜷 = 𝟒 𝒄𝒎, 𝜜 = 𝟑𝟎𝟎 

𝛼2 = 𝛽2 + 𝛾2 − 2𝛽𝛾𝜎𝜐𝜈𝛢 ⇒ 𝛼2 = 16 + 48 − 32 3𝜎𝜐𝜈300 

⇒ 𝛼2 = 64 − 32 3
 3

2
= 64 − 48 = 16 

⇒ 𝜶 = 𝟒 𝒄𝒎 (𝛼𝜑𝜊ύ 𝛼 > 0) 
Αφοφ 𝜶 = 𝜷, ζπεται ότι το τρίγωνο είναι ισοσκλές (με 𝜞𝜜 = 𝜞𝜝 = 𝟒 𝒄𝒎) και αρα 𝜝 = 𝜜 = 𝟑𝟎𝟎 και 

𝛢 + 𝛣 + 𝛤 = 180 ⇒ 𝜞 = 𝟏𝟐𝟎𝟎 

 

2. (α)  𝜶 = 𝟔 𝒄𝒎, 𝜷 = 𝟏𝟎 𝒄𝒎, 𝜞 = 𝟐𝟒𝟎 

𝛾2 = 𝛼2 + 𝛽2 − 2𝛼𝛽𝜎𝜐𝜈𝛤 = 62 + 102 − 2 ∙ 6 ∙ 10𝜎𝜐𝜈240 

= 26.38 ⇒ 𝜸 = 𝟓. 𝟏𝟒 𝒄𝒎 

𝜎𝜐𝜈𝛢 =
𝛽2 + 𝛾2 − 𝛼2

2𝛽𝛾
=

102 +  5.14  2 − 62

2 ∙ 10 ∙  5.14  
= 0.8795 

⇒ 𝜜 = 𝟐𝟖, 𝟒𝟏𝟎 

Τέλος, 𝛢 + 𝛣 + 𝛤 = 180 ⇒ 𝜝 = 𝟏𝟐𝟕, 𝟓𝟗𝟎 

 
 

(β) 𝜶 = 𝟓 𝒄𝒎, 𝜷 = 𝟑 𝒄𝒎, 𝜸 = 𝟒 𝒄𝒎 

𝜎𝜐𝜈𝛢 =
𝛽2 + 𝛾2 − 𝛼2

2𝛽𝛾
=

32 + 42 − 52

2 ∙ 3 ∙ 4
= 0 ⇒ 𝜜 = 𝟗𝟎𝟎 
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𝛼

𝜂𝜇𝛢 
=

𝛽

𝜂𝜇𝛣 
⇒

5

1
=

3

𝜂𝜇𝛣 
⇒ 𝜂𝜇𝛣 =

3

5
⇒ 𝜝 = 𝟑𝟔, 𝟗𝟎 

 
Τζλοσ, 

𝛢 + 𝛣 + 𝛤 = 180 ⇒ 𝜞 = 𝟓𝟑, 𝟏𝟎 

3. (α) Έςτω 𝛢, 𝛣 και 𝛤 πλευρζσ τριγώνου. Τότε 
 

𝛼𝜎𝜐𝜈𝛣 + 𝛽𝜎𝜐𝜈𝛢 = 𝛼
𝛼2 + 𝛾2 − 𝛽2

2𝛼𝛾
+ 𝛽

𝛽2 + 𝛾2 − 𝛼2

2𝛽𝛾
 

 

=
𝛼2 + 𝛾2 − 𝛽2

2𝛾
+
𝛽2 + 𝛾2 − 𝛼2

2𝛾
=

1

2
∙

2𝛾2

𝛾
= 𝛾 

 

(β) Έχουμε: 

1

𝛼2
+

1

𝛽2
−

2𝜎𝜐𝜈𝛤 

𝛼𝛽
=

𝛽2 + 𝛼2 − 2𝛼𝛽𝜎𝜐𝜈𝛤              
𝛾2

𝛼2𝛽2
=

𝛾2

𝛼2𝛽2
 

 
(γ) 

  

4. 𝜝 = 𝟒𝟎𝟎, 𝜞 = 𝟖𝟎𝟎 ⇒ 𝜜 = 𝟔𝟎𝟎. Έτςι, 

𝛼2 = 𝛽2 + 𝛾2 − 2𝛽𝛾𝜎𝜐𝜈𝛢 = 𝛽2 + 𝛾2 − 2𝛽𝛾𝜎𝜐𝜈600  
 

= 𝛽2 + 𝛾2 − 2𝛽𝛾 ∙
1

2
= 𝛽2 + 𝛾2 − 𝛽𝛾 

 

5.  

 
 

 
𝛼 = 2𝛽𝜎𝜐𝜈𝛤 

𝜎𝜐𝜈𝛤 =
𝛼2 + 𝛽2 − 𝛾2

2𝛼𝛽

 ⇒ 𝛼 = 2𝛽
𝛼2 + 𝛽2 − 𝛾2

2𝛼𝛽
 

⇒ 𝛼2 = 𝛼2 + 𝛽2 − 𝛾2 

⇒ 𝛽2 = 𝛾2 και αφοφ 𝛽, 𝛾 > 0, ζπεται ότι 𝛽 = 𝛾 και το ςυμπζραςμα ζπεται. 
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6. Από το νόμο των ςυνημιτόνων ςτο τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 ζχουμε 
 𝛢𝛣 2 =  𝛰𝛢 2 +  𝛰𝛣 2 − 2 𝛰𝛢  𝛰𝛣 𝜎𝜐𝜈𝛢𝛰𝛣  

δηλ.   𝛢𝛣 2 = 𝑅2 + 𝑅2 − 2𝑅 ∙ 𝑅𝜎𝜐𝜈𝛢𝛰𝛣 ,  δηλ.   𝛢𝛣 2 = 2𝑅2 − 2𝑅2𝜎𝜐𝜈𝛢𝛰𝛣 , δηλ.  𝛢𝛣 2 = 𝑅2 + 𝑅2 −

2𝑅 ∙ 𝑅𝜎𝜐𝜈𝛢𝛰𝛣  
δηλ. 

 𝛢𝛣 2 = 2𝑅2 1 − 𝜎𝜐𝜈𝛢𝛰𝛣   

και αφοφ  𝛢𝛣 > 0, ζπεται ότι 

 𝛢𝛣 =  2𝑅2 1 − 𝜎𝜐𝜈𝛢𝛰𝛣  = 𝑅 2 − 2𝜎𝜐𝜈𝛢𝛰𝛣  

 
7. 𝜜 = 𝟏𝟐𝟎𝟎 και αφοφ το τρίγωνο είναι επιπλζον και ιςοςκλζσ, ζχουμε ότι𝛽 = 𝛾. Έτςι, 

𝛼2 = 𝛽2 + 𝛾2 − 2𝛽𝛾𝜎𝜐𝜈𝛢 = 𝛽2 + 𝛾2 − 2𝛽𝛾𝜎𝜐𝜈1200 

= 𝛽2 + 𝛾2 + 𝛽𝛾    =
 𝛽 = 𝛾 

  3𝛽2 

Σημείωση: 𝜎𝜐𝜈1200 = 𝜎𝜐𝜈 1800 − 600 = −𝜎𝜐𝜈 600 = −
1

2
 

 

8. 
𝝈𝝊𝝂𝜜 =

 𝜮𝟏𝜜 
𝟐 +  𝜮𝟐𝜜 

𝟐 −  𝜮𝟏𝜮𝟐 
𝟐

𝟐 𝜮𝟏𝜜  𝜮𝟐𝜜 
= 𝟎, 𝟓𝟕𝟓… ⇒ 𝜜 = 𝟓𝟒, 𝟖𝟓𝟎 

 

 
 

9. Από το νόμο των ςυνημιτόνων ςτο τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 ζχουμε 

𝛼2 = 𝛽2 + 𝛾2 − 2𝛽𝛾𝜎𝜐𝜈𝛢  

Αλλά, από υπόθεςη, η γωνία 𝛢  είναι οξεία, δηλ. 𝛢 ∈  0,
𝜋

2
  και αρα 0 < 𝜎𝜐𝜈𝛢 < 1. Επίςησ, τότε θα 

ζχουμε 0 > −2𝜎𝜐𝜈𝛢 > −2 και αρα, αφοφ 𝛽, 𝛾 > 0, ζχουμε ότι −2𝛽𝛾𝜎𝜐𝜈𝛢 < 0. Συνεπώσ, αφοφ 
𝛽2, 𝛾2 > 0, 

𝛽2 + 𝛾2 − 2𝛽𝛾𝜎𝜐𝜈𝛢 < 𝛽2 + 𝛾2  
Τελικά, 

𝛼2 < 𝛽2 + 𝛾2. 

 




