
34 Ενότητα 02:  Τριγωνομετρία I 

Δραστηριότητες 

1. Αν σε τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 δίνεται ότι η γωνία 𝛤̂ = 150° και η πλευρά 𝛾 = 3 cm, τότε να 
αποδείξετε ότι η ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου στο τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 είναι 
𝑅 = 3 cm.

2. Να επιλύσετε τα πιο κάτω τρίγωνα:

(α) (β) 

3. (α) Να επιλύσετε το τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 με 𝑎 = 4 cm, 𝛽 = 2√2 cm  και 𝛣̂ = 30°.
(β) Να επιλύσετε το τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 με 𝛢̂ = 100°, 𝛣̂ = 37° και 𝛾 = 4 cm.

4. Δύο εμπορικά πλοία βρίσκονται στις θέσεις 𝛢 και 𝛣 σε απόσταση
500 m, όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Στη θέση 𝛴 βρίσκεται
ένα λιμάνι. Οι γωνίες 𝛴𝛢̂𝛣 και 𝛴𝛣̂𝛢 έχουν μέτρο 75° και 64°,
αντίστοιχα. Να υπολογίσετε την απόσταση του πλοίου από το
λιμάνι που βρίσκεται στην θέση 𝛢.

5. Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 ισχύουν οι σχέσεις:
𝑎 + 𝛽
2𝑅

6. Αν σε τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 ισχύει η σχέση 𝑎ημ𝛢 = 𝛽ημ𝛣, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο
είναι ισοσκελές.

7. Αν σε τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 ισχύει η σχέση ημ2𝛢 + ημ2𝛣 = ημ2𝛤, να αποδείξετε ότι το
τρίγωνο είναι ορθογώνιο.

8. Σε τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 είναι 𝑎 = 5 cm, 𝛽 = 5√3 cm και 𝛢̂ = 30°. Να αποδείξετε ότι το
τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 είναι ορθογώνιο ή ισοσκελές.

9. Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 είναι ορθογώνιο με
𝛢𝛣̂𝛤 = 90° και 𝛢𝛤̂𝛣 = 41°. Το μέτρο της γωνίας 𝛢𝛥̂𝛣 είναι
56° και το μήκος του τμήματος 𝛥𝛤 είναι 3 m. Να
υπολογίσετε το μήκος της πλευράς 𝛢𝛣 του τριγωνου 𝛢𝛣𝛤.

(α)  ημ𝛢 + ημ𝛣 =

(β)  𝛽(ημ𝛢 − ημ𝛤) + 𝑎(ημ𝛤 − ημ𝛣) + 𝛾(ημ𝛣 − ημ𝛢) = 0
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2.2 ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΣΤΟ ΤΡΙΓΩΝΟ 

2.2.1 Νόμοσ Ημιτόνων - Λφςεισ 

1. 𝛾

𝜂𝜇𝛤 
= 2𝑅 ⇒

3

𝜂𝜇1500
= 2𝑅 

Αλλά, 𝜂𝜇1500 = 𝜂𝜇300 =
1

2
 και  άρα η πιο πάνω ςχζςη μασ δίνει 𝑹 = 𝟑 𝒄𝒎. 

 

2. (α) 

𝛫𝛬 = 8 3  𝑚, 𝛫𝛭 = 8 𝑚, 𝛭 = 600  

𝛫𝛭

𝜂𝜇𝛬 
=

𝛫𝛬

𝜂𝜇𝛭 
=

𝛬𝛭

𝜂𝜇𝛫 
⟺

8

𝜂𝜇𝛬 
=

8 3

𝜂𝜇600
=

𝛬𝛭

𝜂𝜇𝛫 
 

Από την 
8

𝜂𝜇 𝛬 
=

8 3

𝜂𝜇 600 βρίςκουμε ότι 𝜂𝜇𝛬 =
1

2
=  𝜂𝜇300   

και άρα 𝛬 = 300  ή 𝛬 = 1500  

Αν όμωσ 𝛬 = 1500, τότε αφοφ 𝛭 = 600 , θα είχαμε ότι Λ + 𝛫 + 𝛭 > 1800 , άτοπο, άρα 𝛬 = 300 και ζτςι, 

𝛫 = 900  Τζλοσ, 

8 3

𝜂𝜇600
=

𝛬𝛭

𝜂𝜇𝛫 
⟺

8 3

𝜂𝜇600
=

𝛬𝛭

𝜂𝜇900 
⟺ 𝛬𝛭 = 16 𝑚 

 

(β 𝛾 = 6 3 𝑐𝑚, 𝛽 = 𝛼, 𝛤 = 1200).  

𝛽 = 𝛼 ⇒ 𝛢 = 𝛣  

Άρα, 𝛢 + 𝛣 + 𝛤 = 1800 ⇒ 2𝛣 = 1800−1200 ⇒ 𝛣 = 300. 

Τζλοσ, 

𝛼

𝜂𝜇𝛢 
=

𝛾

𝜂𝜇𝛤 
⟺

𝛼

𝜂𝜇300
=

6 3

𝜂𝜇1200
 

από την οποία βρίςκουμε ότι 𝜶 = 𝟔 𝒄𝒎. 
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3. (α) 𝛼 = 4 𝑐𝑚, 𝛽 = 2 2 𝑐𝑚, 𝛣 = 300 

𝛽

𝜂𝜇𝛣 
=

𝛼

𝜂𝜇𝛢 
⟺

2 2

𝜂𝜇300
=

4

𝜂𝜇𝛢 
⟺

2 2

1
2

=
4

𝜂𝜇𝛢 
⟺ 4 =

4

𝜂𝜇𝛢 
⟺ 𝜂𝜇𝛢 =

 2

2
 

 

⟺ 𝜜 = 𝟒𝟓𝟎   ή   𝜜 = 𝟏𝟑𝟓𝟎 

Αν 𝜜 = 𝟒𝟓𝟎: 

𝛢 + 𝛣 + 𝛤 = 1800 ⇒ 𝜞 = 𝟏𝟎𝟓𝟎 

και 

𝛽

𝜂𝜇𝛣 
=

𝛾

𝜂𝜇𝛤 
⟺ 4 =

𝛾

𝜂𝜇1050
⟺ ⋯ ⟺ 𝜸 = 𝟓, 𝟒𝟔 𝒄𝒎 

Αν 𝜜 = 𝟏𝟑𝟓𝟎: 

(δουλεφουμε όπωσ πριν) 

𝜞 = 𝟏𝟓𝟎    𝜅𝛼𝜄    𝜸 = 𝟓𝟏, 𝟒𝟔 𝒄𝒎 

 

(β) 𝛾 = 4 𝑐𝑚, 𝛢 = 1000, 𝛣 = 370 

𝛢 + 𝛣 + 𝛤 = 1800 ⇒ 𝜞 = 𝟒𝟑𝟎 

𝛽

𝜂𝜇𝛣 
=

𝛾

𝜂𝜇𝛤 
⟺

𝛽

𝜂𝜇370
=

4

𝜂𝜇43
⟺ 𝜷 = 𝟑, 𝟓𝟑 𝒄𝒎 

και 

𝛽

𝜂𝜇𝛣 
=

𝛼

𝜂𝜇𝛢 
⟺

3,53

𝜂𝜇370
=

𝛼

𝜂𝜇1000
⟺ 𝜶 = 𝟓, 𝟕𝟖 𝒄𝒎 

 

4. Ψάχνουμε την απόςταςη 𝛴𝛢. Έχουμε 

𝛢 + 𝛣 + 𝛴 = 1800 ⇒ 𝛴 = 410 
𝛴𝛢

𝜂𝜇𝛣 
=

𝛴𝛣

𝜂𝜇𝛢 
=

𝛢𝛣

𝜂𝜇𝛴 
⟺

𝛴𝛢

𝜂𝜇64ο
=

𝛴𝛣

𝜂𝜇75ο
=

500

𝜂𝜇41ο
 

Έτςι, 
𝛴𝛢

𝜂𝜇64ο
=

500

𝜂𝜇41ο
⟺ 𝛴𝛢 =

500

𝜂𝜇41ο
𝜂𝜇64ο = 685 𝑚. 

 

 

5. (α) Έπεται εφκολα προςθζτοντασ τισ ςχζςεισ 
𝛼

2𝑅
= 𝜂𝜇𝛢  και 

𝛽

2𝑅
= 𝜂𝜇𝛣  

 

(β) Έχουμε 

𝛼 𝜂𝜇𝛤 − 𝜂𝜇𝛣 + 𝛽 𝜂𝜇𝛢 − 𝜂𝜇𝛤 + 𝛾 𝜂𝜇𝛣 − 𝜂𝜇𝛢  = 𝛼𝜂𝜇𝛤 − 𝛼𝜂𝜇𝛣 + 𝛽𝜂𝜇𝛢 − 𝛽𝜂𝜇𝛤 + 𝛾𝜂𝜇𝛣
− 𝛾𝜂𝜇𝛢 
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𝛼𝜂𝜇𝛣 = 𝛽𝜂𝜇𝛢 

𝛽𝜂𝜇𝛤 = 𝛾𝜂𝜇𝛣 

𝛼𝜂𝜇𝛤 = 𝛾𝜂𝜇𝛢 

  

= 𝛾𝜂𝜇𝛢 − 𝛽𝜂𝜇𝛢 + 𝛽𝜂𝜇𝛢 − 𝛾𝜂𝜇𝛣 + 𝛾𝜂𝜇𝛣
− 𝛾𝜂𝜇𝛢 

  = 0 
 
 
 
 

6. Από την υπόθεςη, ζχουμε 

𝛼𝜂𝜇𝛢 = 𝛽𝜂𝜇𝛣 ⇒ 𝛼 =
𝛽𝜂𝜇𝛣

𝜂𝜇𝛢
 

Αλλά, 
𝛼

𝜂𝜇𝛢
=

𝛽

𝜂𝜇𝛣
⇒ 𝛼 =

𝛽𝜂𝜇𝛢

𝜂𝜇𝛣
 

Συνεπώσ, 

 
𝛽𝜂𝜇𝛢

𝜂𝜇𝛣
=

𝛽𝜂𝜇𝛣

𝜂𝜇𝛢
⇒ 𝜂𝜇2𝛢 = 𝜂𝜇2𝛣 

και άρα 𝜂𝜇𝛢 = ±𝜂𝜇𝛣. Όμωσ, επειδή οι γωνίεσ 𝛢 και 𝛣 αποτελοφν γωνίεσ τριγώνου, δεν μπορεί να είναι 
𝜂𝜇𝛢 = −𝜂𝜇𝛣. Έτςι, 𝜂𝜇𝛢 = 𝜂𝜇𝛣 και άρα είτε 𝛢 = 𝛣 οπόταν το τρίγωνο είναι ιςοςκελζσ είτε 𝛢 = 1800 − 𝛣 
η οποία περίπτωςη επίςησ αποκλείεται για τον ίδιο λόγο. 
 

7. Έχουμε: 

 
 
 

 
 
𝛼𝜂𝜇𝛣 = 𝛽𝜂𝜇𝛢 

𝛽𝜂𝜇𝛤 = 𝛾𝜂𝜇𝛣 

𝛼𝜂𝜇𝛤 = 𝛾𝜂𝜇𝛢 

 ⇒

 
 
 

 
 
𝛼2𝜂𝜇2𝛣 = 𝛽2𝜂𝜇2𝛢

𝛽2𝜂𝜇2𝛤 = 𝛾2𝜂𝜇2𝛣

𝛼2𝜂𝜇2𝛤 = 𝛾2𝜂𝜇2𝛢

  

Προςθζτωντασ κατά μζλη τη 2η και 3η εξίςωςη παίρνουμε: 
𝛼2𝜂𝜇2𝛤 + 𝛽2𝜂𝜇2𝛤 = 𝛾2𝜂𝜇2𝛣 + 𝛾2𝜂𝜇2𝛢 
Υπόθεση: 𝜂𝜇2𝛢 + 𝜂𝜇2𝛣 = 𝜂𝜇2𝛤 

⇒ 𝜂𝜇2𝛤 𝛼2 + 𝛽2 = 𝛾2 𝜂𝜇2𝛣 + 𝜂𝜇2𝛢  
⇒ 𝜂𝜇2𝛤 𝛼2 + 𝛽2 = 𝛾2𝜂𝜇2𝛤 ⇒ 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 = 𝜸𝟐 
το οποίο είναι το Πυθαγόρειο Θεώρημα ςτο τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤. Συνεπώσ, το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με 

𝛤 = 900. 
 

8. 𝛼

𝜂𝜇𝛢 
=

𝛽

𝜂𝜇𝛣 
=

𝛾

𝜂𝜇𝛤 
⟺

5

𝜂𝜇30°
=

5 3

𝜂𝜇𝛣 
=

𝛾

𝜂𝜇𝛤 
 

⟺ 2 =
 3

𝜂𝜇𝛣 
=

𝛾

𝜂𝜇𝛤 
 

Έτςι, 

2 =
 3

𝜂𝜇𝛣 
⟺ 𝜂𝜇𝛣 =

 3

2
= 𝜂𝜇60ο ⟺ 𝛣 = 60ο ή 120ο 

Αν 𝛣 = 60ο, τότε, 𝛢 + 𝛣 + 𝛤 = 1800 ⇒ 𝛤 = 90ο και άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. Αν 𝛣 = 120ο, τότε 

από την ίδια ςχζςη βρίςκουμε ότι 𝛤 = 30ο = 𝛢  και άρα το τρίγωνο είναι ιςοςκελζσ. 
 

9. Εφκολα βρίςκουμε ότι 

𝛣𝛢 𝛥 = 34ο,     𝛥𝛢 𝛤 = 15ο,   𝛢𝛥 𝛤 = 124ο. 
Από το νόμο των ημιτόνων ςτο τρίγωνο 𝛢𝛥𝛤 ζχουμε 

3

𝜂𝜇15°
=

𝛢𝛤

𝜂𝜇124°
⇒ 𝛢𝛤 = 9,61 𝑐𝑚 



4 
 

και 
 

𝛢𝛥

𝜂𝜇41°
=

9,61

𝜂𝜇124°
⇒ 𝛢𝛥 = 7,6 𝑐𝑚 

 
Από το νόμο των ημιτόνων ςτο τρίγωνο 𝛢𝛣𝛥 ζχουμε 

𝛣𝛥

𝜂𝜇34°
=

7,6

𝜂𝜇90°
⇒ 𝛣𝛥 = 4,25 𝑐𝑚 

Τζλοσ, από το Πυθαγόρειο Θεώρημα ςτο τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 παίρνουμε 
𝜜𝜝 ≈ 𝟔, 𝟑 𝒄𝒎 
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