
Παιδαγωγική προσέγγιση των σχολικών ασκήσεων της
Β΄ Λυκείου κατεύθυνσης

Γιάννης Ι. Ιωακείµ/∆ιορίσιµος εκπαιδευτικός

2 Σεπτεµβρίου 2022



Θεωρία και διδακτικοί στόχοι

Σκοπός του Κεφαλαίου Ι δεν είναι ο/η µαθητής/τρια να διδαχτεί αυτόνοµα τη Μαθηµατική Λο-
γική, αλλά να µάθει ορισµένες ϐασικές αποδεικτικές µεθόδους (ευθεία απόδειξη, Μέθοδος της
εις άτοπον απαγωγής, Μαθηµατική Επαγωγή) και, µεταγνωστικά, να γνωρίζει πότε να χρησι-
µοποιήσει την κάθε µία έναντι άλλης. Είναι µια καλή ευκαιρία να αναφερθούν (ξανά) ϐασικά
σύνολα και οι συµβολισµοί τους, όπως το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών, το σύνολο Q των
ϱητών, το σύνολο Z των ακεραίων και το σύνολο N των ϕυσικών αριθµών.

Επιπρόσθετα, το κεφάλαιο προσφέρεται για υπενθύµιση ϐασικών στοιχείων της ϑεωρίας αριθ-
µών (π.χ. διαιρέτης) και να δοθεί έµφαση στο τι σηµαίνει ΄βρίσκω λύσεις µιας ανίσωσης ΄≤΄ ΄
(ότι δηλαδή περιλαµβάνει και το ΄=΄ αλλά και το ΄<΄).

Αργότερα, όταν διδαχθούν την απόλυτη τιµή και τον ορισµό της συνάρτησης, µπορείτε να τους
ϑέσετε το ακόλουθο ερώτηµα:
’να αναλύσετε τι σηµαίνει η πιο κάτω πρόταση (ή να γράψετε µια ισοδύναµη µε αυτήν πρόταση):
έστω f συνάρτηση τέτοια ώστε |f(x)| = 3, ∀x ∈ [−1, 1] ’.

Λέµε ότι ο µη µηδενικός αριθµός a διαιρεί τον αριθµό b (και γράφουµε a|b) αν υπάρχει
ακέραιος αριθµός m τέτοιος ώστε b = ma.
Στην περίπτωση αυτή λέµε επίσης ότι ’ο a είναι παράγοντας (ή διαιρέτης του b)’ ή ότι ’ο b
είναι πολλαπλάσιο του a’ ή ότι ’ο b διαιρείται µε τον a’.

Για παράδειγµα, 5|10 διότι 10 = 2 · 5.

Στην περίπτωση που ο a δε διαιρεί το b, δηλαδή όταν δεν υπάρχει ακέραιος αριθ-
µός m τέτοιος ώστε b = ma, γράφουµε a ̸ | b.

▶ Καλό είναι να τονιστεί ότι η έκφραση ’ν > ν0, ν ∈ N’ (όπου ν0 κάποιος σταθεροποιηµένος
ϕυσικός αριθµός) είναι ισοδύναµη µε την ’ν ≥ ν0 + 1, ν ∈ N’.
Π.χ.

ν > 3, ν ∈ N ⇔ ν ≥ 4, ν ∈ N.

▶ Σηµαντικό είναι, κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας της µεθόδου της Μαθηµατικής Επαγω-
γής, να αναλυθεί το αναδροµικό/επαγωγικό σχήµα που αυτή περιλαµβάνει (µε παράδειγµα),
ότι δηλαδή το προς απόδειξη µπορεί να αποδειχθεί µε µια σειρά (διαδοχικών) ισοτήτων.

▶ Οι περισσότεροι µαθητές, αν όχι όλοι, δυσκολεύονται στο να πηγαίνουν από την τιµή p(ν)
στην p(ν + 1) ενός προτασιακού τύπου p(ν), άρα δυσκολεύονται και στο επαγωγικό ϐήµα.
Μπορείτε για παράδειγµα να τους δώσετε πρόταση Aν και να τους Ϲητήσετε να γράψουν την Aν+1

ή την Aν−1. ΄Ενα απλό παράδειγµα είναι η Aν = 1 ·2 ·3 · . . . · (3ν) ή η Aν = 1 ·
√
2 ·

√
3 · . . . ·

√
2ν

ή η

Aν =
1

ν2
+

1

(ν + 1)2
+

1

(ν + 2)2
+ . . .+

1

(2ν)2
.



Κεφάλαιο 1

Μέθοδοι απόδειξης

1.1 Μαθηµατική Λογική

∆εν υπάρχουν ασκήσεις.

1.2 Εισαγωγή – ΄Εννοια της Απόδειξης

∆ραστηριότητες σελ. 15 (Ευθεία Απόδειξη)

΄Ασκηση 1

∆ίνονται οι αριθµοί α, β, γ ∈ Z, τέτοιοι ώστε ο αριθµός α να διαιρεί τον αριθµό β και
επίσης να διαιρεί τον γ. Να αποδείξετε ότι ο α διαιρεί τη διαφορά β − γ.

Λύση

Η υπόθεσή µας είναι οι προτάσεις ’(α να διαιρεί τον αριθµό β)’ και ’(α να διαιρεί τον αριθµό γ)’
οι οποίες είναι ισοδύναµες µε τις

(∃k ∈ Z : β = kα)

και
(∃m ∈ Z : γ = mα)

αντίστοιχα (δηλ. ότι οι β και γ είναι πολλαπλάσια του αριθµού α).
Τότε,

β − γ = kα−mα = (k −m)︸ ︷︷ ︸
∈Z

a,

δηλ. η διαφορά β − γ είναι πολλαπλάσιο του αριθµού α και το αποτέλεσµα έπεται. ◀

΄Ασκηση 2

΄Εστω α, β πραγµατικοί ϑετικοί αριθµοί. Να αποδείξετε ότι αν α ≤ β, τότε
√
α ≤

√
β.

Λύση

Αφού οι α, β είναι πραγµατικοί ϑετικοί αριθµοί, έπεται ότι οι αριθµοί
√
α και

√
β έχουν νόηµα.

Αφού (
√
α)2 = και (

√
β)2 = β, έχουµε

α ≤ β ⇒ (
√
α)2 ≤ (

√
β)2 ⇒ (

√
α)2 − (

√
β)2 ≤ 0,
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1.2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ – ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

δηλαδή (διαφορά δύο τετραγώνων)

(
√
α−

√
β)(

√
α+

√
β) ≤ 0.

Αλλά,
√
α +

√
β ≥ 0 (µε την ισότητα να ισχύει µόνον για α = β = 0) και αρα η πιο πάνω

πρόταση είναι ισοδύναµη µε την √
α−

√
β ≤ 0,

δηλαδή µε την √
α ≤

√
β.

Ας σηµειώσουµε ότι η ισότητα ισχύει αν και µόνον αν α = β. ◀

΄Ασκηση 3

Αν x, y ∈ R, έτσι ώστε 36x2 + 3y = 4y2 + 9x, να αποδείξετε ότι y = 3x ή 12x+ 4y = 3.

Λύση

΄Εχουµε

36x2 + 3y = 4y2 + 9x ⇔ 36x2 − 9x = 4y2 − 3y

⇔ 9(4x2 − x) = 4y2 − 3y (1.1)

Αλλά

4x2 − x = (2x)2 − 2 · 1
4
· 2x+

(
1

4

)2

−
(
1

4

)2

=

(
2x− 1

4

)2

− 1

16

και

4y2 − 3y = (2y)2 − 2 · 3
4
· 2y +

(
3

4

)2

−
(
3

4

)2

=

(
2y − 3

4

)2

− 9

16
.

Αντικαθιστούµε στην (1.1):

⇔ 9

[(
2x− 1

4

)2

− 1

16

]
=

(
2y − 3

4

)2

− 9

16

⇔ 9

(
2x− 1

4

)2

− 9

16
=

(
2y − 3

4

)2

− 9

16

⇔ 9

(
2x− 1

4

)2

=

(
2y − 3

4

)2

⇔
[
3

(
2x− 1

4

)]2
−
(
2y − 3

4

)2

= 0

⇔
[
3

(
2x− 1

4

)
−
(
2y − 3

4

)]
·
[
3

(
2x− 1

4

)
+

(
2y − 3

4

)]
= 0

⇔ (6x− 2y) · (6x+ 2y − 3/2) = 0

⇔ (y = 3x) ∨ (12x+ 4y = 3) .

◀

4



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

΄Ασκηση 4

Να αποδείξετε ότι κάθε σηµείο της διχοτόµου µίας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της.

Λύση

΄Εστω γωνία xÔy. Φέρουµε τη διχοτόµο δ της γωνίας (δες σχήµα πιο κάτω).
΄Εστω M τυχαίο σηµείο της διχοτόµου. Φέρουµε τις προβολές MA και MB στις πλευρές x
και y αντίστοιχα. Θα δείξουµε ότι (MA) = (MB). Συγκρίνουµε τα τρίγωνα OAM και OBM :

είναι (OM) = (OM) (κοινή πλευρά), Ô1 = Ô2 (δ διχοτόµος) και OM̂B = OM̂A = 90◦ (από
κατασκευή). ΄Αρα, τα τρίγωνα είναι ίσα (Π-Γ-Ο) και αρα (MA) = (MB).

Τώρα, ϑα δείξουµε ότι κάθε εσωτερικό σηµείο M της γωνίας που ισαπέχει από τις πλευρές
της ανήκει στη διχοτόµο της : συγκρίνουµε τα τρίγωνα OAM και OBM και ϐρίσκουµε ότι είναι
ίσα, άρα Ô1 = Ô2, συνεπώς, η δ είναι διχοτόµος της xÔy. ◀

Σχήµα 1.1: ΄Ασκηση 4

Ασκήσεις σελ. 18. (Μέθοδος της εις άτοπον απαγωγής)

΄Ασκηση 1

Να αποδείξετε ότι αν ο a2 − 2a+ 7, a ∈ Z είναι περιττός αριθµός, τότε ο αριθµός a είναι
άρτιος αριθµός.

Λύση

Θα το δείξουµε µε τη µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής.
΄Εστω λοιπόν ότι ο αριθµός a ∆ΕΝ είναι άρτιος, δηλ. ότι είναι περιττός. Τότε είναι της µορφής
2m− 1, όπου m ∈ N. Τότε,

a2 − 2a+ 7 = (2m− 1)2 − 2(2m− 1) + 7 = 4m2 − 4m+ 1− 4m+ 2m+ 7

= 4m2 − 6m+ 8 = 2 (2m2 − 3m+ 4)︸ ︷︷ ︸
∈N

,
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1.2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ – ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

δηλ. a2 − 2a+ 7 είναι πολλαπλάσιο του αριθµού 2, δηλαδή άρτιος, άτοπο.
΄Αρα, ο a είναι άρτιος αριθµός. ◀

΄Ασκηση 2

Για κάθε πραγµατικό αριθµό x ∈
[
0, π2

]
, να αποδείξετε ότι

ηµx+ συνx ≥ 1.

Λύση

1ος τρόπος (µε τη µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής)

Υποθέτουµε (δηλαδή την άρνηση της προς απόδειξη πρότασης) ότι υπάρχει1 x ∈
[
0, π2

]
,

τέτοιος ώστε ισχύει
ηµx+ συνx < 1.

Τότε,
ηµx+ συνx < 1 ⇒ (ηµx+ συνx)2 < 1,

δηλαδή
ηµ2x+ 2ηµxσυνx+ συν2x < 1

και αφού ηµ2x+ συν2x = 1, το πιο πάνω δίνει

2ηµxσυνx < 0

το οποίο δεν µπορεί να συµβαίνει, αφού

x ∈
[
0,

π

2

]
⇒ ηµx, συνx ≥ 0 ⇒ ηµxσυνx ≥ 0 ⇒ 2ηµxσυνx ≥ 0.

Καταλήξαµε λοιπόν σε άτοπον.

΄Αρα, για κάθε πραγµατικό αριθµό x ∈
[
0, π2

]
, είναι

ηµx+ συνx ≥ 1.

2ος τρόπος (µε ευθεία απόδειξη)

΄Εστω (τυχόν) x ∈
[
0, π2

]
. Τότε{

0 ≤ ηµx ≤ 1

0 ≤ συνx ≤ 1
⇒

{
0 ≤ ηµx ≤ ηµ2x

0 ≤ συνx ≤ συν2x
⇒ ηµx+ συνx ≥ ηµ2x+ συν2x = 1.

◀

΄Ασκηση 3

Αν x ∈ R και 1 ≤ x, να αποδείξετε ότι :
√
x ≤ x.

1Αυτό σηµαίνει πως υπάρχει τουλάχιστον ένας.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

Λύση

(µε τη µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής)

Υποθέτουµε ότι ∃x ∈ [1,+∞), τέτοιος ώστε
√
x > x. Τότε (αφού x ≥ 1 > 0),

√
x > x ⇔

√
x− x > 0 ⇔

√
x−

√
x2 > 0

⇔
√
x(1−

√
x) > 0

(αφού
√
x > 0) ⇔ 1−

√
x > 0

⇔
√
x < 1 ⇔ 0 < x < 1,

άτοπο. ◀

΄Ασκηση 4

Να αποδείξετε ότι κάθε τρίγωνο έχει το πολύ µία ορθή γωνία.

Λύση

Θεωρείται γνωστό ότι το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι ίσο µε 180 µοίρες.
Υποθέτουµε ότι στο τρίγωνο ABΓ, οι γωνίες Â και B̂ είναι ορθές. Τότε,

Â+ B̂ + Γ̂ = 180◦ + Γ̂ > 180◦,

άτοπο, αφού Â+ B̂ + Γ̂ = 180◦.
΄Ετσι, κάθε τρίγωνο δεν µπορεί να έχει δύο ή περισσότερες ορθές γωνίες, άρα έχει το πολύ µία.
Στην περίπτωση που δεν έχει καµία, το τρίγωνο λέγεται οξυγώνιο ενώ στην περίπτωση που έχει
(ακριβώς) µία ορθή, λέγεται ορθογώνιο.

Το ίδιο αποτέλεσµα ισχύει και αντί ’ορθή’ ϑεωρήσουµε τη λέξη ’αµβλεία’ γωνία.

Για να δώσουµε µια ευθεία απόδειξη του πιο πάνω, ϑεωρείται γνωστό το ακόλουθο Θεώρη-
µα από την Ευκλείδεια Γεωµετρία :
Κάθε εξωτερική γωνία ενός τριγώνου είναι µεγαλύτερη από καθεµία από τις απέναντι γωνίες του
τριγώνου.
Υποθέτουµε π.χ. ότι η γωνία B̂ του τριγώνου ABΓ είναι ορθή. Θα δείξουµε ότι οι άλλες δύο
γωνίες του τριγώνου είναι οξείες.
Η B̂εξ. είναι παραπληρωµατική της B̂, άρα και αυτή ορθή και αφού Â < B̂εξ. ⇒ Â < 90◦.

Οµοίως, Γ̂ < 90◦. ◀
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1.2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ – ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

Ασκήσεις σελ. 24 (Μέθοδος της Μαθηµατικής Επαγωγής)

΄Ασκηση 1

Να αποδείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο ν ισχύει :

(α) 2 + 4 + 6 + . . .+ 2ν = ν(ν + 1)

(ϐ) 12 + 22 + 32 + . . .+ ν2 =
ν(ν + 1)(2ν + 1)

6

(γ)
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

ν · (ν + 1)
=

ν

ν + 1
.

(δ) 1 + 5 + 52 + . . .+ 5ν−1 =
5ν − 1

4

Λύση

(α) Σηµείωση: Το αριστερό µέλος της προς απόδειξη σχέσης αναφέρεται λεκτικά ώς ’το άθροι-
σµα των πρώτων ν ϑετικών άρτιων αριθµών’.

(Με επαγωγή στο ν)
Βήµα 1

Για ν = 1 το πρώτο µέλος είναι ισο µε 2 και το δεύτερο ίσο µε 1(1+ 1) = 2 και άρα τα δύο µέλη
(για ν = 1) είναι ίσα. ΄Αρα για ν = 1 ισχύει.

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για ν = k ∈ N, k ≥ 2, δηλαδή ότι

2 + 4 + 6 + . . .+ 2k = k(k + 1)

(αυτή είναι και η επαγωγική µας υπόθεση)
και ϑα δείξουµε ότι ισχύει και για ν = k + 1, δηλαδή ότι

2 + 4 + 6 + . . .+ 2(k + 1) = (k + 1)(k + 2).

΄Εχουµε:

Α µέλος = 2 + 4 + 6 + . . .+ 2k︸ ︷︷ ︸
=k(k+1)

+2(k + 1)

= k(k + 1) + 2(k + 1)

ϐγάζω κοινό παράγοντα το (k + 1)

= (k + 1) · (k + 2)

= Β µέλος

Συνεπώς, το Ϲητούµενο ισχύει και για ν = k + 1.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

Βήµα 3

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το Ϲητούµενο ισχύει για κάθε ϕυσικό αριθµό ν.

(ϐ) Σηµείωση: Το αριστερό µέλος της προς απόδειξη σχέσης αναφέρεται λεκτικά ώς ’το άθροι-
σµα των τετραγώνων των πρώτων ν ϑετικών ακεραίων αριθµών’.
(Με επαγωγή στο ν)
Βήµα 1

Για ν = 1 το πρώτο µέλος είναι ισο µε 12 = 1 και το δεύτερο ίσο µε
1(1 + 1)(2 · 1 + 1)

6
=

6

6
= 1

και άρα τα δύο µέλη (για ν = 1) είναι ίσα. Συνεπώς, για ν = 1 ισχύει.

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για ν = k ∈ N, k ≥ 2, δηλαδή ότι

12 + 22 + 32 + . . .+ k2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6

(αυτή είναι και η επαγωγική µας υπόθεση)
και ϑα δείξουµε ότι ισχύει και για ν = k + 1, δηλαδή ότι

12 + 22 + 32 + . . .+ (k + 1)2 =
(k + 1)(k + 2)(2(k + 1) + 1)

6
,

δηλαδή ότι

12 + 22 + 32 + . . .+ (k + 1)2 =
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6
.

΄Εχουµε:

Α µέλος = 12 + 22 + 32 + . . .+ (k + 1)2︸ ︷︷ ︸
=

k(k+1)(2k+1)
6

+(k + 1)2

=
k(k + 1)(2k + 1)

6
+ (k + 1)2 + (k + 1)2

ϐγάζω κοινό παράγοντα το (k + 1)

= (k + 1) ·
[
k(2k + 1)

6
+ (k + 1)

]
κάνω οµώνυµα

= (k + 1) ·
[
2k2 + k + 6k + 6

6

]
= (k + 1) · 2k

2 + 7k + 6

6

παραγοντοποιώ: 2k2 + 7k + 6 = (k + 2)(2k + 3)

=
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6

= Β µέλος.
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1.2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ – ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

΄Αρα το Ϲητούµενο ισχύει και για ν = k + 1.

Βήµα 3

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το Ϲητούµενο ισχύει για κάθε ϕυσικό αριθµό ν. ◀

Σηµείωση: Αν δε ϑυµάστε την παραγοντοποίηση τριωνύµου, ή δεν τη µάθατε ποτέ, τώρα είναι
µια καλή ευκαιρία να την ϑυµηθείτε και να τη µάθετε.

(γ) (Με επαγωγή στο ν)
Βήµα 1

Για ν = 1 το πρώτο µέλος είναι ισο µε
1

1 · (1 + 1)
=

1

2
και το δεύτερο ίσο µε

1

1 + 1
=

1

2
και άρα

τα δύο µέλη (για ν = 1) είναι ίσα. Συνεπώς, για ν = 1 ισχύει.

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για ν = k ∈ N, k ≥ 2, δηλαδή ότι

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

k · (k + 1)
=

k

k + 1

(αυτή είναι και η επαγωγική µας υπόθεση)
και ϑα δείξουµε ότι ισχύει και για ν = k + 1, δηλαδή ότι

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

(k + 1) · ((k + 1) + 1)
=

k + 1

(k + 1) + 1

δηλαδή ότι

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

(k + 1) · (k + 2)
=

k + 1

k + 2
.

΄Εχουµε:

Α µέλος =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

k · (k + 1)︸ ︷︷ ︸
k

k+1

+
1

(k + 1) · (k + 2)

=
k

k + 1
+

1

(k + 1) · (k + 2)

ϐγάζω κοινό παράγοντα το
1

k + 1

=
1

k + 1
·
(
k +

1

k + 2

)
10



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

κάνω οµώνυµα

=
1

k + 1
· k

2 + 2k + 1

k + 2

παραγοντοποιώ: k2 + 2k + 1 = (k + 1)2

=
1

k + 1
· (k + 1)2

k + 2
=

k + 1

k + 2

= Β µέλος.

΄Αρα το Ϲητούµενο ισχύει και για ν = k + 1.

Βήµα 3

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το Ϲητούµενο ισχύει για κάθε ϕυσικό αριθµό ν.

(δ) Σηµείωση: Η προς απόδειξη σχέση γράφεται (ισοδύναµα) ως

5 + 52 + 53 + . . .+ 5ν =
5ν+1 − 1

4
, ∀ν ∈ N.

Εµείς ϑα αποδείξουµε την αρχική, µε επαγωγή στο ν ∈ N.

Βήµα 1

Για ν = 1 το πρώτο µέλος είναι ισο µε 1 και το δεύτερο ίσο µε
51 − 1

4
=

4

4
= 1 και άρα τα δύο

µέλη (για ν = 1) είναι ίσα. Συνεπώς, για ν = 1 ισχύει.

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για ν = k ∈ N, k ≥ 2, δηλαδή ότι

50 + 51 + 52 + . . .+ 5k−1 =
5k − 1

4
(αυτή είναι και η επαγωγική µας υπόθεση)
και ϑα δείξουµε ότι ισχύει και για ν = k + 1, δηλαδή ότι

50 + 51 + 52 + . . .+ 5(k+1)−1 =
5k+1 − 1

4
,

δηλαδή

50 + 51 + 52 + . . .+ 5k =
5k+1 − 1

4
.

΄Εχουµε:

Α µέλος = 50 + 51 + 52 + . . .+ 5k−1︸ ︷︷ ︸
= 5k−1

4

+5k

=
5k − 1

4
+ 5k =

5k − 1 + 4 · 5k

4

=
5 · 5k − 1

4
=

5k+1 − 1

4
= Β µέλος.

11



1.2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ – ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

΄Αρα το Ϲητούµενο ισχύει και για ν = k + 1.

Βήµα 3

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το Ϲητούµενο ισχύει για κάθε ϕυσικό αριθµό ν. ◀

΄Ασκηση 2

Να αποδείξετε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο ν ≥ 2 ισχύει :

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ ν · (ν − 1) =
ν(ν2 − 1)

3
.

Λύση

Σηµείωση: Εδώ ξεκινάµε από ν = 2 και όχι από ν = 1, γιατί για ν = 1 η προς απόδειξη σχέση
δεν ισχύει (ο προτασιακός τύπος δεν αληθεύει για ν = 1).
(Με επαγωγή στο ν ≥ 2)
Βήµα 1

Για ν = 2 το πρώτο µέλος είναι ίσο µε 2 · 1 = 2 και το δεύτερο ίσο µε
2 · (22 − 1)

3
=

2 · 3
3

= 2

και άρα τα δύο µέλη (για ν = 2) είναι ίσα. Συνεπώς, για ν = 2 ισχύει.

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για ν = k ∈ N, k ≥ 3, δηλαδή ότι

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ k · (k − 1) =
k(k2 − 1)

3
(αυτή είναι και η επαγωγική µας υπόθεση)
και ϑα δείξουµε ότι ισχύει και για ν = k + 1 :

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ (k + 1) · ((k + 1)− 1) =
(k + 1)((k + 1))2 − 1)

3
δηλαδή ότι

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ (k + 1) · k =
(k + 1)(k2 + 2k + 1− 1)

3
,

δηλαδή ότι

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ (k + 1) · k =
(k + 1)k(k + 2)

3
.

΄Εχουµε:

Α µέλος = 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ k · (k − 1)︸ ︷︷ ︸
=

k(k2−1)
3

+(k + 1) · k

=
k(k2 − 1)

3
+ (k + 1) · k =

k(k − 1)(k + 1)

3
+ (k + 1) · k

= k(k + 1) ·
(
k − 1

3
+ 1

)
= k(k + 1) · k − 1 + 3

3

=
(k + 1)k(k + 2)

3
= Β µέλος.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

΄Αρα το Ϲητούµενο ισχύει και για ν = k + 1.

Βήµα 3

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το σύνολο αλήθειας του προτασιακού τύπου

p(ν) : 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ ν · (ν − 1) =
ν(ν2 − 1)

3

είναι το σύνολο {2, 3, 4, . . .}. ◀

΄Ασκηση 3

Να αποδείξετε ότι το άθροισµα των γωνιών ενός πολυγώνου µε ν πλευρές δίνεται από τον
τύπο

Σν = (2ν − 4)⌞, ∀ν ≥ 3.

Λύση

Σηµείωση: Εδώ, µε Σν συµβολίζουµε το άθροισµα των γωνιών πολυγώνου µε ν πλευρές (µε το
Σ-συµβολισµό ϑα ασχοληθούµε σε επόµενο κεφάλαιο).
Ο προτασιακός τύπος εδώ είναι ο p(ν) : Σν = (2ν − 4)⌞.
Θα δείξουµε µε επαγωγή στο ν ότι το σύνολο αλήθειας του είναι το σύνολο {3, 4, 5, . . .}.

Βήµα 1

Για ν = 3 το πρώτο µέλος είναι ίσο µε Σ3 = (2 · 3− 4) · 90◦ = 180◦=άθροισµα γωνιών τριγώνου

(είναι αξίωµα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, δηλαδή ϑεωρούµε ότι είναι ορθό a priori) άρα ισχύει.

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για ν = k ∈ N, k ≥ 4, δηλαδή ότι το άθροισµα των γωνιών
του k-γωνου, είναι

Σk = (2k − 4)⌞

(αυτή είναι και η επαγωγική µας υπόθεση)
και ϑα δείξουµε ότι ισχύει και για ν = k + 1, δηλαδή ότι το άθροισµα των γωνιών του (k + 1)-
γωνου, είναι

Σk+1 = (2(k + 1)− 4)⌞= (2k − 2)⌞.

Αυτό όµως ισχύει, αφού για να σχηµατιστεί ενα πολύγωνο µε (k + 1) κορυφές, αρκεί να ϑεω-
ϱήσουµε µια ακόµη κορυφή και έτσι το άθροισµα των γωνιών του ϑα αυξηθεί κατά 2⌞. Συνεπώς,

Σk+1 = Σk + 2⌞= (2k − 4)⌞+2⌞= (2k − 2)⌞

΄Αρα το Ϲητούµενο ισχύει και για ν = k + 1.

Βήµα 3

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το σύνολο αλήθειας του προτασιακού τύπου

p(ν) : Σν = (2ν − 4)⌞

είναι το σύνολο {3, 4, 5, . . .}. ◀
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1.2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ – ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

΄Ασκηση 4

Να αποδείξετε ότι το 6 διαιρεί την παράσταση

Aν = 7ν − 1,

για κάθε ν ∈ N.

Λύση

Σηµείωση: Ο δείκτης ν στο Aν µπήκε για να δηλωθεί η εξάρτηση της παράστασης από το
(εκάστοτε) ν.
(Με επαγωγή στο ν ≥ 1)
Βήµα 1

Για ν = 1, A1 = 71 − 1 = 6 και αφού το 6 διαιρεί τον εαυτό του, έχουµε ότι ισχύει.

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για ν = k ≥ 2, δηλαδή ότι το 6 διαιρεί την παράσταση
Ak = 7k − 1. Τότε, 7k − 1 = 6λ για κάποιο λ ∈ Z. Θα δείξουµε ότι ισχύει και για ν = k + 1,
δηλαδή ότι το 6 διαιρεί την παράσταση Ak+1 = 7k+1 − 1.
΄Εχουµε:

Ak+1 = 7k+1 − 1 = 7 · 7k = 7 · (6λ)− 1 = 42λ+ 6 = 6 (7λ+ 1)︸ ︷︷ ︸
=µ

= 6µ

και άρα το Ϲητούµενο ισχύει και για ν = k + 1.

Βήµα 3

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το σύνολο αλήθειας του προτασιακού τύπου

p(ν) : 6|(Aν = 7ν − 1)

είναι το σύνολο N = {1, 2, 3, . . .}. ◀

΄Ασκηση 5

Να αποδείξετε ότι το 7 διαιρεί την παράσταση

Bν = 9ν − 2ν ,

για κάθε ν ∈ N.

Λύση

(Με επαγωγή στο ν ≥ 1)
Βήµα 1

Για ν = 1, B1 = 91 − 21 = 7 και αφού το 7 διαιρεί τον εαυτό του, έχουµε ότι ισχύει.

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για ν = k ≥ 2, δηλαδή ότι το 7 διαιρεί την παράσταση
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

Bk = 9k − 2k. Τότε, 9k − 2k = 7λ για κάποιο λ ∈ Z. Θα δείξουµε ότι ισχύει και για ν = k + 1,
δηλαδή ότι το 7 διαιρεί την παράσταση Bk+1 = 9k+1 − 2k+1.
΄Εχουµε:

Bk+1 = 9k+1 − 2k+1 = 9 · 9k − 2 · 2k

= 7 · 9k + 2 · 9k − 2 · 2k

= 7 · 9k + 2 · (9k − 2k)︸ ︷︷ ︸
=7λ

= 7 · 9k + 7λ = 7 · (9k + λ)︸ ︷︷ ︸
=µ

= 7 · µ

και άρα το Ϲητούµενο ισχύει και για ν = k + 1.

Βήµα 3

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το σύνολο αλήθειας του προτασιακού τύπου

p(ν) : 7|(Bν = 9ν − 2ν)

είναι το σύνολο N = {1, 2, 3, . . .}. ◀

΄Ασκηση 6

Να αποδείξετε ότι το 5 διαιρεί την παράσταση

Γν = 16 · 2ν + 9 · 27ν ,

για κάθε ν ∈ N0 = {0, 1, 2, 3, . . .}.

Λύση

p(ν) : 5|(Γν = 16 · 2ν + 9 · 27ν).

(Με επαγωγή στο ν ≥ 0)
Βήµα 1

Για ν = 0, Γ0 = 16 · 20+9 · 270 = 16+9 = 25 = 52 = 5 · 5 και άρα ο 5 διαιρεί τη Γ0. Συνεπώς,
ο p(0) είναι αληθής.

Σηµείωση: Μια καλή ιδέα είναι να γίνει και η περίπτωση που ν = 1, για να ϕανεί πως α-
πό την περίπτωση ν = 0 µεταβαίνουµε στην επόµενη (άρα και στο επόµενο ϐήµα, το επαγωγικό)

Γ1 = 16 · 21 + 9 · 271 = 16 · 2 + 9 · 27
= 16 · 2 + 9 · (25 + 2) = 16 · 2 + 9 · 2 + 9 · 25
= 2 · (16 + 9) + 9 · 25 = = 2 · 25 + 9 · 25
= 11 · 25 = 5 · (5 · 11).
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1.2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ – ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για ν = k ≥ 1, δηλαδή ότι το 5 διαιρεί την παράσταση
Γk = 16 · 2k + 9 · 27k. Τότε, 16 · 2k + 9 · 27k = 5λ για κάποιο λ ∈ Z. Θα δείξουµε ότι ισχύει και
για ν = k + 1, δηλαδή ότι το 5 διαιρεί την παράσταση Γk+1 = 16 · 2k+1 + 9 · 27k+1.
΄Εχουµε:

Γk+1 = 16 · 2k+1 + 9 · 27k+1 = 16 · 2 · 2k + 9 · 27 · 27k

= 16 · 2 · 2k + 9 · (25 + 2) · 27k

= 16 · 2 · 2k + 9 · 25 · 27k + 9 · 2 · 27k

= 2 · (16 · 2k + 9 · 27k)︸ ︷︷ ︸
=5λ

+25 · 9 · 27k

= 2 · 5λ+ 52 · 9 · 27k

= 5 · (2 · λ+ 5 · 9 · 27k)︸ ︷︷ ︸
≡µ

= 5µ

και άρα το Ϲητούµενο ισχύει και για ν = k + 1.

Βήµα 3

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το σύνολο αλήθειας του προτασιακού τύπου

p(ν) : 5|(Γν = 16 · 2ν + 9 · 27ν)

είναι το σύνολο N0 = {0, 1, 2, 3, . . .}. ◀
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

∆ραστηριότητες ενότητας (σελ. 27)

΄Ασκηση 1

Να αποδείξετε ότι αν ο ν ∈ N είναι άρτιος αριθµός, τότε ο 7ν + 1 είναι περιττός.

Λύση

(Με ευθεία απόδειξη, αφού είναι ϕανερό ότι µπορούµε να κάνουµε απ΄ ευθείας χρήση των
ορισµών άρτιος/περιττός αριθµός)
΄Εστω ν είναι άρτιος αριθµός. Τότε, ο ν γράφεται ως ν = 2λ, όπου λ ακέραιος αριθµός. Τότε,

7ν + 1 = 7 · (2λ) + 1 = 2 · (7λ) + 1,

δηλαδή ο 7ν +1 είναι περιττός αριθµός. Αυτό που αποδείξαµε, ισχύει ϐέβαια για οποιονδήποτε
ϕυσικό αριθµό ν. ◀

΄Ασκηση 2

Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 4ν3 + 2ν − 1 είναι περιττός για κάθε ν ∈ N.

Λύση

(Με ευθεία απόδειξη)
΄Εστω ν ∈ N. Τότε

4ν3 + 2ν − 1 = 2(2n3 + ν)− 1

και αφού (2n3 + ν) ∈ Z (ιδιαίτερα, ο αριθµός αυτός είναι ϕυσικός), έχουµε ότι ο 4ν3 + 2ν − 1
είναι περιττός. ◀

΄Ασκηση 3

Αν ο a είναι άρτιος αριθµός και ο β είναι περιττός αριθµός, να αποδείξετε ότι ο 4 δεν
διαιρεί τον a2 + 2β2.

Λύση

(Με ευθεία απόδειξη)
a άρτιος ⇒ a = 2λ για κάποιον ακέραιο αριθµό λ και β περιττός ⇒ β = 2µ− 1 για κάποιον
ακέραιο αριθµό µ.
Τότε,

a2 + 2β2 = (2λ)2 + 2(2µ− 1)2

= 4λ2 + 2(4µ2 − 4µ+ 1)

= 4λ2 + 8µ2 − 8µ+ 2

= 4(λ2 + 2µ2 − 2µ) + 2.

Ο αριθµός 4 διαιρεί τον αριθµό 4(λ2+2µ2−2µ), όχι όµως και τον αριθµό 2, άρα ο 4 δεν µπορεί
να διαιρεί τον αριθµό a2 + 2β2.
Σηµείωση: Μπορεί να αποδειχθεί και µε τη µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής. Τα ϐήµατα είναι
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1.2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ – ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

όµοια. ◀

΄Ασκηση 4

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ. Παίρνουµε σηµείο ∆ πάνω στην πλευρά ΑΓ, τέτοιο ώστε
ΑΒ=Α∆. Να αποδείξετε ότι :

∆B̂Γ =
B̂ − Γ̂

2
.

Λύση

Με ευθεία απόδειξη, οπόταν το πρόβληµα είναι ουσιαστικά ένα πρόβληµα Ευκλείδειας Γεωµε-
τρίας.
Αφού το τρίγωνο ΑΒ∆ είναι ισοσκελές, έπεται ότι AB̂∆ = ∆B̂Γ. Επίσης (η εξωτερική γωνιά
είναι ίση µε το άθροισµα των απέναντι εσωτερικών γωνιών της) AB̂∆ = ∆B̂Γ + Γ̂ και τότε

∆B̂Γ = B̂ −A∆̂B = B̂ −AB̂∆

= B̂ − (∆B̂Γ + Γ̂).

Συνεπώς,

2∆B̂Γ = B̂ − Γ̂ ⇒ ∆B̂Γ =
B̂ − Γ̂

2
.

◀

΄Ασκηση 5

Να αποδείξετε ότι για κάθε ν ∈ N ισχύει :

(α) 1 + 5 + 9 + . . .+ (4ν − 3) = 2ν2 − ν

(ϐ) 1 · 3 + 2 · 4 + 3 · 5 + . . .+ ν · (ν + 2) =
ν(ν + 1)(2ν + 7)

6

(γ)
(ν + 1) · (ν + 2) · . . . · (2ν)

1 · 3 · 5 · . . . · (2ν − 1)
= 2ν .

Λύση

Με Μαθηµατική Επαγωγή και τα 3 ερωτήµατα.

(α) Προτασιακός τύπος :

p(ν) : 1 + 5 + 9 + . . .+ (4ν − 3) = 2ν2 − ν.

Βήµα 1

Για ν = 1, το πρώτο µέλος είναι ίσο µε 1 και το δεύτερο 2 · 12 − 1 = 1. ΄Αρα ο p(1) είναι αληθής.

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι ο p(k) είναι αληθής, για ν = k ≥ 2, δηλαδή ότι

1 + 5 + 9 + . . .+ (4k − 3) = 2k2 − k.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

Θα δείξουµε ότι και ο p(k + 1) είναι αληθής.
΄Εχουµε:

1 + 5 + 9 + . . .+ (4(k + 1)− 3) = 1 + 5 + 9 + . . .+ (4k − 3)︸ ︷︷ ︸
=2k2−k

+(4(k + 1)− 3)

= 2k2 − k + 4(k + 1)− 3

= 2k2 − k + 4k + 4− 3

= 2k2 + 3k + 1

= (k + 1)(2k + 1)

= (k + 1)[2(k + 1)− 1]

= 2(k + 1)2 − (k + 1),

και άρα ο p(k + 1) είναι αληθής.

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το σύνολο αλήθειας του προτασιακού τύπου

p(ν) : 1 + 5 + 9 + . . .+ (4ν − 3) = 2ν2 − ν

είναι το σύνολο N = {1, 2, 3, . . .}. ◀

(ϐ) Προτασιακός τύπος :

p(ν) : 1 · 3 + 2 · 4 + 3 · 5 + . . .+ ν · (ν + 2) =
ν(ν + 1)(2ν + 7)

6
.

Βήµα 1

Για ν = 1, το πρώτο µέλος είναι ίσο µε 1 · 3 = 3 και το δεύτερο
1(1 + 1)(2 · 1 + 7)

6
=

9 · 2
6

=

18

6
= 3. ΄Αρα ο p(1) είναι αληθής.

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι ο p(k) είναι αληθής, για ν = k ≥ 2, δηλαδή ότι

1 · 3 + 2 · 4 + 3 · 5 + . . .+ k · (k + 2) =
k(k + 1)(2k + 7)

6
.

Θα δείξουµε ότι και ο p(k + 1) είναι αληθής.

19



1.2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ – ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

΄Εχουµε:

1 · 3 + 2 · 4 + 3 · 5 + . . .+ (k + 1) · [(k + 1) + 2] = 1 · 3 + 2 · 4 + 3 · 5 + . . .+ k · (k + 2)︸ ︷︷ ︸
=

k(k+1)(2k+7)
6

+

+(k + 1)(k + 3)

χρησιµοποίησα την επαγωγική υπόθεση

=
k(k + 1)(2k + 7)

6
+ (k + 1)(k + 3)

έβγαλα κοινό παράγοντα το k + 1

= (k + 1) ·
[
k(2k + 7)

6
+ (k + 3)

]
έκανα οµώνυµα τα κλάσµατα

= (k + 1) · k(2k + 7) + 6(k + 3)

6

= (k + 1) ·

=(2k+9)(k+2)︷ ︸︸ ︷
2k2 + 13k + 18

6

=
(k + 1)(2k + 9)(k + 2)

6

=
(k + 1)(2k + 2 + 7)(k + 2)

6

=
(k + 1)((k + 1) + 1)(2(k + 1) + 7)

6
,

άρα ο p(k + 1) είναι αληθής.

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το σύνολο αλήθειας του προτασιακού τύπου

p(ν) : 1 · 3 + 2 · 4 + 3 · 5 + . . .+ ν · (ν + 2) =
ν(ν + 1)(2ν + 7)

6

είναι το σύνολο N = {1, 2, 3, . . .}.

(γ) Προτασιακός τύπος :

p(ν) :
(ν + 1) · (ν + 2) · . . . · (2ν)

1 · 3 · 5 · . . . · (2ν − 1)
= 2ν .

Χρήσιµο ϑα ήταν να σταθούµε λίγο στο πρώτο µέλος του προτασιακού τύπου, έτσι ώστε οι µαθητές
να αντιληφθούν καλύτερα τον προς απόδειξη τύπο: (για ν ∈ N)

(ν + 1) · (ν + 2) · . . . · (2ν)
1 · 3 · 5 · . . . · (2ν − 1)

=
(ν + 1) · (ν + 2) · . . . · (ν + ν)

1 · 3 · 5 · . . . · (2ν − 1)
.

Προχωράµε στην απόδειξη :
Βήµα 1

Για ν = 1, το πρώτο µέλος είναι ίσο µε
1 + 1

1
= 2 και το δεύτερο 21 = 2. ΄Αρα ο p(1) είναι αληθής.
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Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι ο p(k) είναι αληθής, για ν = k ≥ 2, δηλαδή ότι

(k + 1) · (k + 2) · . . . · (2k)
1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1)

= 2k.

Θα δείξουµε ότι και ο p(k + 1) είναι αληθής δηλαδή ότι

((k + 1) + 1) · ((k + 2) + 1) · . . . · (2(k + 1))

1 · 3 · 5 · . . . · (2(k + 1)− 1)
= 2k+1.

΄Εχουµε:

((k + 1) + 1) · ((k + 2) + 1) · . . . · (2(k + 1))

1 · 3 · 5 · . . . · (2(k + 1)− 1)
=

(k + 2) · (k + 3) · . . . · (2(k + 1))

1 · 3 · 5 · . . . · (2(k + 1)− 1)

=
(k + 1) · (k + 2) · . . . · [(k + 1) + (k − 1)] · [(k + 1) + k] · [(k + 1) + (k + 1)]

1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1) · (2(k + 1)− 1)

=
(k + 2) · (k + 3) · . . . · (2k) · (2k + 1) · (2(k + 1))

1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1) · (2(k + 1)− 1)

=
(k + 2) · (k + 3) · . . . · (2k) · (2k + 1) · (2(k + 1))

1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1) · (2k + 1)

παίρνω το k + 1 µπροστά

=
(k + 1) · (k + 2) · (k + 3) · . . . · (2k)

1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1)
· 2 · (2k + 1)

2k + 1

=
(k + 1) · (k + 2) · (k + 3) · . . . · (2k)

1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1)︸ ︷︷ ︸
=2k

·2

= 2k · 21 = 2k+1,

άρα ο p(k + 1) είναι αληθής.

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το σύνολο αλήθειας του προτασιακού τύπου

p(ν) :
(ν + 1) · (ν + 2) · . . . · (2ν)

1 · 3 · 5 · . . . · (2ν − 1)
= 2ν

είναι το σύνολο N = {1, 2, 3, . . .}. ◀
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΄Ασκηση 6

Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 22ν − 1 είναι πολλαπλάσιο του 3, για κάθε ν ∈ N.

Λύση

(Με Μαθηµατική Επαγωγή)-αναφορά στις ασκήσεις 5 και 6 της σελ. 24
Προτασιακός τύπος :

p(ν) : 3|22ν − 1.

Βήµα 1

Για ν = 1, έχουµε 22ν − 1 = 22·1 − 1 = 22 − 1 = 4− 1 = 3 και άρα ο αφού ο 3 διαιρεί τον εαυτό
του, ο p(1) είναι αληθής.

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για ν = k ≥ 2, δηλαδή ότι το 3 διαιρεί τον 22k − 1. ΄Αρα
υπάρχει ακέραιος αριθµός λ τέτοιος ώστε 22k−1 = 3λ. Θα δείξουµε ότι ισχύει και για ν = k+1,
δηλαδή ότι το 3 διαιρεί τον 22(k+1) − 1.
΄Εχουµε:

22(k+1) − 1 = 22k+2 − 1 = 22 · 22k − 1

= 4 · 22k − 1 = (3 + 1) · 22k − 1

= 3 · 22k + 22k − 1︸ ︷︷ ︸
=3λ

= 3 · 22k + 3λ

= 3 · (22k + λ),

δηλαδή πολλαπλάσιο του 3. ΄Αρα ο p(k + 1) είναι αληθής.
Σηµείωση: Κάποιοι µαθητές µπορεί να γράψουν 4 ·22k−1 = 4 ·22k−4+3 = 4 ·2(2k−1)+3 =
4 · 3λ+ 3 = 3(4λ+ 1).

Βήµα 3

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το σύνολο αλήθειας του προτασιακού τύπου

p(ν) : 3|22ν − 1

είναι το σύνολο N = {1, 2, 3, . . .}. ◀

(Με ευθεία απόδειξη)
Θα γίνει χρήση της ταυτότητας

aν − βν

a− β
= aν−1 + aν−2β + aν−1β2 + . . .+ aβν−2 + βν−1

ισοδύναµα της

aν − βν = (a− β) · (aν−1 + aν−2β + aν−1β2 + . . .+ aβν−2 + βν−1)

η οποία µπορεί να δοθεί ως άσκηση για τους µαθητές (εξάσκηση στον Ευκλείδειο αλγόριθµο
διαίρεσης πολυωνύµων).
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Τότε, το αποτέλεσµα είναι άµεσο: έστω ν ∈ N. ΄Εχουµε

22ν − 1 = (22)ν − 1 = 4ν − 1

= (4− 1) · (4ν−1 + 4ν−2 · 1 + . . .+ 4 · 1ν−2 + 1ν−1)

= 3 · (4ν−1 + 4ν−2 + . . .+ 4 + 1)︸ ︷︷ ︸
=λ

= 3λ,

δηλαδή πολλαπλάσιο του 3.

23



1.2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ – ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

∆ραστηριότητες σελ. 28 (Εµπλουτισµού)

΄Ασκηση 1

Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει ελάχιστος ϑετικός πραγµατικός αριθµός.

Λύση

(Με Απαγωγή σε ΄Ατοπο)
Υποθέτουµε ότι υπάρχει ϑετικός πραγµατικός αριθµός a ο οποίος να είναι ελάχιστος. Τότε, αν β

(οποιοσδήποτε) πραγµατικός αριθµός µε β > 0, έχουµε a < β. ΄Οµως, π.χ. για τον β =
a

2
> 0,

έχουµε 0 < β < a. ΄Ατοπο.
΄Αρα δεν υπάρχει ελάχιστος ϑετικός πραγµατικός αριθµός. ◀

΄Ασκηση 2

∆ίνεται το πολυώνυµο Pν(x) = (x+ 1)2ν + (x+ 2)ν − 1, ν ∈ N.
(α) Να αποδείξετε ότι :

Pν+1(x)− Pν(x) = (x+ 1)(x+ 2)[x(x+ 1)2ν−1 + (x+ 2)ν−1].

(ϐ) Να αποδείξετε ότι για κάθε ν ∈ N, το πολυώνυµο Pν(x) διαιρείται µε το πολυώνυµο
T (x) = x2 + 3x+ 2.

Λύση

(α) ΄Εχουµε για κάθε ν ∈ N :

Pν+1(x)− Pν(x) = (x+ 1)2(ν+1) + (x+ 2)ν+1 − 1− [(x+ 1)2ν + (x+ 2)ν − 1]

= (x+ 1)2ν(x+ 1)2 + (x+ 2)ν(x+ 2)− 1− (x+ 1)2ν − (x+ 2)ν + 1

= (x+ 1)2ν(x+ 1)2 + (x+ 2)ν(x+ 2)− (x+ 1)2ν − (x+ 2)ν

= (x+ 1)2ν · [(x+ 1)2 − 1] + (x+ 2)ν · [(x+ 2)− 1]

= (x+ 1)2ν · (x2 + 2x+ 1− 1) + (x+ 2)ν · (x+ 1)

= (x+ 1)2ν · (x2 + 2x) + (x+ 2)ν · (x+ 1)

= (x+ 1)2ν · x(x+ 2) + (x+ 2)ν · (x+ 1)

= (x+ 1)(x+ 2) · [x(x+ 1)2ν−1 + (x+ 2)ν−1].

(ϐ)΄Εστω το πολυώνυµο Pν(x), ν ∈ N και έστω επίσης το πολυώνυµο T (x) = x2 + 3x+ 2.
Θα αποδείξουµε ότι για κάθε ν ∈ N, το Pν(x) διαιρεί το T (x), δηλαδή ότι Pν(x)|T (x).
Με τη µέθοδο της Μαθηµατικής επαγωγής.

Προτασιακός τύπος :
p(ν) : Pν(x)|T (x).

Βήµα 1

Για ν = 1, έχουµε ότι P1(x) = (x+1)2+(x+2)1−1 = x2+2x+1+x+2−1 = x2+3x+1 = T (x)
και άρα, αφού το T (x) διαιρεί τον εαυτό του, ο p(1) είναι αληθής.

Βήµα 2
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Υποθέτουµε ότι ο p(k + 1) είναι αληθής για κάποιο ν = k ≥ 2, δηλαδή ότι το πολυώνυµο T (x)
διαιρεί το πολυώνυµο Pk(x). ΄Αρα υπάρχει πολυώνυµο Q(x) µε ϐαθµό ίσο µε το ϐαθµό του Pk

(ο οποίος είναι 2k) µείον το ϐαθµό του T (x) (ο οποίος είναι ίσος µε 2)2 και τέτοιο ώστε

Pk(x) = T (x)Q(x).

Θα δείξουµε ότι ο p(k + 1) είναι αληθής, δηλαδή ότι το πολυώνυµο T (x) διαιρεί το πολυώνυµο
Pk+1(x).
Ας παρατηρήσουµε πρώτα ότι

T (x) = x2 + 3x+ 2 = (x+ 1)(x+ 2).

Από το προηγούµενο ερώτηµα έχουµε:

Pk+1(x)−

=T (x)Q(x)︷ ︸︸ ︷
Pk(x) = (x+ 1)(x+ 2)[x(x+ 1)2k−1 + (x+ 2)k−1]

⇒ Pk+1(x)− T (x)Q(x) = (x+ 1)(x+ 2)[x(x+ 1)2k−1 + (x+ 2)k−1]

⇒ Pk+1(x) = T (x)Q(x) + (x+ 1)(x+ 2)︸ ︷︷ ︸
=T (x)

[x(x+ 1)2k−1 + (x+ 2)k−1]

⇒ Pk+1(x) = T (x) · [Q(x) + x(x+ 1)2k−1 + (x+ 2)k−1]︸ ︷︷ ︸
≡Q̃(x)

⇒ Pk+1(x) = T (x) · Q̃(x)

και άρα το T (x) διαιρεί το Pk+1(x).

Βήµα 3

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το σύνολο αλήθειας του προτασιακού τύπου

p(ν) : Pν(x)|T (x)

είναι το σύνολο N = {1, 2, 3, . . .}. ◀

΄Ασκηση 3

∆ίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και ∆ ένα εσωτερικό σηµείο της πλευράς ΒΓ. Η κάθετη από
το ∆ στην ευθεία ΑΒ τέµνει την ΑΒ στο σηµείο Ε και η κάθετη από το ∆ στην ευθεία ΑΓ

τέµνει την ΑΓ στο σηµείο Ζ. Να αποδείξετε ότι ΒΓ>ΕΖ.

Λύση

(Με ευθεία απόδειξη).
(Β∆)>(∆Ε) και (∆Γ)>(∆Ζ) (υποτείνουσες ορθογωνίων τριγώνων).
Τότε, (Β∆)+(∆Γ)>(∆Ε)+(∆Ζ), δηλαδή ΒΓ>(∆Ε)+(∆Ζ).

2∆ηλαδή ο ϐαθµός του Q(x) είναι 2k − 2 = 2(k − 1).
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Επίσης, (∆Ε)+(∆Ζ)>(ΕΖ) (τριγωνική ανισότητα).
Από τα πιο πάνω έχουµε (ΒΓ)>(ΕΖ). ◀

΄Ασκηση 4

∆ίνονται οι εξισώσεις x2 + px + q = 0 και x2 + p1x + q1 = 0 µε p, q, p1, q1 ∈ R. Αν
p ·p1 = 2(q+q1), να δείξετε ότι µία τουλάχιστον από τις εξισώσεις αυτές έχει πραγµατικές
ϱίζες.

Λύση

(Με Απαγωγή σε ΄Ατοπο)
Αν ∆1 και ∆2 οι διακρίνουσες των εξισώσεων x2 + px+ q = 0 και x2 + p1x+ q1 = 0 αντίστοιχα,
τότε

∆1 = p2 − 4q, ∆2 = p21 − 4q1.

Τότε, καµία από τις δυο αυτές εξισώσεις δεν έχει λύσεις στο R αν και µόνο αν (p2 − 4q <
0) ∧ (p21 − 4q1 < 0) είναι αληθής. Αλλά,{

p2 − 4q < 0

p21 − 4q1 < 0
⇒ p2 + p21 − 4(q + q1) < 0.

Αλλά, από υπόθεση, είναι p · p1 = 2(q + q1) και άρα η πιο πάνω πρόταση είναι ισοδύναµη µε
την (p− p1)

2 < 0, η οποία είναι ψευδής.
΄Αρα, µία τουλάχιστον από τις εξισώσεις αυτές έχει πραγµατικές ϱίζες. ◀

΄Ασκηση 5

∆ίνονται οι εξισώσεις x2 + 2λx + µ = 0 και x2 + 2kx + ρ = 0 µε λ, µ, k, ρ ∈ R. Αν
ισχύει 2λk = µ + ρ, να αποδείξετε ότι ∆1 + ∆2 ≥ 0, όπου ∆1, ∆2 οι διακρίνουσες των
δύο εξισώσεων. Στη συνέχεια, να δείξετε ότι µία τουλάχιστον από τις εξισώσεις αυτές έχει
πραγµατικές ϱίζες.

Λύση

Αν ∆1 και ∆2 οι διακρίνουσες των εξισώσεων x2+2λx+µ = 0 και x2+2kx+ ρ = 0 αντίστοιχα,
τότε

∆1 +∆2 = 4(λ2 + k2)− 4(µ+ ρ)

και αφού από υπόθεση είναι 2λk = µ+ ρ, έπεται ότι η τελευταία γράφεται ισοδύναµα

∆1 +∆2 = 4(λ2 + k2)− 8λk,

δηλαδή
∆1 +∆2 = 4(λ− k)2 ≥ 0.

Για το δεύτερο σκέλος της ερώτησης, έχουµε ότι καµία από τις δυο αυτές εξισώσεις δεν έχει
λύσεις στο R αν και µόνο αν η (∆1 < 0) ∧ (∆2 < 0) είναι αληθής. Τότε ∆1 + ∆2 < 0, άτοπο,
αφού πιο πάνω δείξαµε ότι ∆1 +∆2 ≥ 0. ◀
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΄Ασκηση 6

Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε πλήθος ν ∈ N ϱιζικών ισχύει :√√√√
2 +

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2 +

√
2︸ ︷︷ ︸

ν−ϱιζικά

< 2.

Λύση

Με τη µέθοδο της Μαθηµατικής επαγωγής.

Προτασιακός τύπος :

p(ν) :

√√√√
2 +

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2 +

√
2︸ ︷︷ ︸

ν−ϱιζικά

< 2.

Βήµα 1

Για ν = 1, έχουµε ότι το 1ο µέλος του p(1) είναι
√
2 και αφού η

√
2 <

√
4 = 2, ο p(1) είναι

αληθής.

Βήµα 2

Υποθέτουµε ότι ο p(k + 1) είναι αληθής για κάποιο ν = k ≥ 2, δηλαδή ότι√√√√
2 +

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2 +

√
2︸ ︷︷ ︸

k−ϱιζικά

< 2.

(αυτή είναι και η εποαγωγική µας υπόθεση).
Θα δείξουµε ότι ο p(k + 1) είναι αληθής. ΄Εχουµε:

2 +

√√√√
2 +

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2 +

√
2︸ ︷︷ ︸

k−ϱιζικά

< 2 + 2 = 4

και λαµβάνοντας τετραγωνικές ϱίζες σε αµφότερα µέλη της πιο πάνω3 έχουµε:√√√√
2 +

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2 +

√
2︸ ︷︷ ︸

(k+1)−ϱιζικά

<
√
4 = 2.

΄Αρα, ο p(k + 1) είναι αληθής.

3Αφού και τα 2 µέλη της πιο πάνω ανίσωσης είναι ϑετικά και χρησιµοποιώντας τη γνωστή σχέση διάταξης στις
τετραγωνικές ϱίζες από την προηγούµενη τάξη: αν 0 ≤ a ≤ b, τότε

√
a ≤

√
b.
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Βήµα 3

Από την αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, το σύνολο αλήθειας του προτασιακού τύπου

p(ν) :

√√√√
2 +

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2 +

√
2︸ ︷︷ ︸

ν−ϱιζικά

< 2

είναι το σύνολο N = {1, 2, 3, . . .}. ◀
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