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Ασκήσεις

1 Να βρεθεί η ακτίνα και το διάστημα σύγκλισης των πιο κάτω δυναμοσειρών
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Λύση
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΄Εχουμε ότι συγκλίνει (πάντα) για x = 0. Θα ελέγξουμε και για ποιά άλλα x συγκλίνει.
Είναι (για x σταθεροποιημένο)
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και αρα η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι η R = 1

3 . Ελέγχουμε τη σύγκλιση στα

άκρα του πιο πάνω διαστήματος:
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Συνεπώς, το διάστημα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι το
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΄Εχουμε ότι συγκλίνει (πάντα) για x = −5. Θα ελέγξουμε και για ποιά άλλα x συγκλίνει.
Είναι (για x σταθεροποιημένο)
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Μια σειρά της μορφής

∑+∞
k=0 ak λέγεται εναλλάσσουσα. Το κριτήριο λέει ότι αν η ακολουθία (an)n≥0 είναι

απολύτως συγκλίνουσα και limn an = 0, τότε η αντίστοιχη εναλλάσσουσα σειρά
∑+∞

k=0 ak συγκλίνει.
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Ισχύει ότι η σειρά
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nρ συγκλίνει αν και μόνο αν ρ > 1.
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και

ρ < 1 ⇐⇒ 3
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και αρα η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι η R = 4

3 . Ελέγχουμε τη σύγκλιση στα

άκρα του πιο πάνω διαστήματος:

για x = − 19
3 η σειρά που προκύπτει είναι η
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σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι το
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(x + 3)n ΄Εχουμε ότι συγκλίνει (πάντα) για x = −3. Θα ελέγξουμε και για

ποιά άλλα x συγκλίνει: Θα χρησιμοποιήσουμε το Κριτήριο Λόγου.
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Επομένως, από το Κριτήριο Λόγου, η Σειρά συγκλίνει για όλα τα x ∈ R για τα οποία L < 1,
δηλ.

1
4 |x+3| < 1 ⇔ |x+3| < 4. ΄Αρα, η ακτίνα σύγκλισης R = 4. Για όλα τα x τέτοια ώστε

|x + 3| > 4, η σειρά αποκλίνει. Τώρα, |x + 3| < 4 ⇔ −4 < x + 3 < −4 ⇔ −7 < x < 1,
επομένως, το διάστημα σύγκλισης είναι το (−7, 1). Ακολούθως, θα ελέγξουμε αν η σειρά
συγκλίνει στα άκρα του διαστήματος αυτού, δηλ. στα σημεία x = −7, 1.
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΄Αρα, τελικά, το διάστημα σύγκλισης είναι το (−7, 1).
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΄Εχουμε οτι συγκλίνει (πάντα) για x = 2. Θα ελέγχουμε και για ποιά άλλα x συγκλίνει:
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Επομένως, από το Κριτήριο Λόγου, η Σειρά συγκλίνει για όλα τα x ∈ R για τα οποία
L < 1, δηλ. |x − 2| < 1

8 . Επομένως, η ακτίνα σύγκλισης είναι R = 1
8 . Τώρα, |x − 2| <
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1
8 ⇔ − 1

8 < x−2 < 1
8 ⇔ 15

8 < x < 17
8 , επομένως, το διάστημα σύγκλισης είναι το ( 158 , 17

8 ).
Ακολούθως, θα ελέγξουμε αν η σειρά συγκλίνει στα άκρα του διαστήματος αυτού, δηλ.

στα σημεία x = 15
8 , 17

8 .
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΄Εχουμε ότι συγκλίνει (πάντα) για x = 0. Θα ελέγξουμε και για ποιά άλλα x συγκλίνει:
Θα χρησιμοποιήσουμε το Κριτήριο Ρίζας. ΄Εχουμε
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Επομένως, από το Κριτήριο Ρίζας, η δυναμοσειρά συγκλίνει για όλα τα x ∈ R τέτοια
ώστε |x| < 1, δηλ. x ∈ (−1, 1), επομένως η ακτίνα σύγκλισης R = 1. Για |x| > 1,
η δυναμοσειρά αποκλίνει. Θα δούμε τώρα αν η δυναμοσειρά συγκλίνει στα άκρα του

διαστήματος σύγκλισης, δηλ για x = ±1 :
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∞∑
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,

η οποία αποκλίνει.
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∞∑
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Επομένως, το διάστημα σύγκλισης είναι το [−1, 1).
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΄Εχουμε ότι συγκλίνει (πάντα) για x = 0. Θα ελέγξουμε και για ποιά άλλα x συγκλίνει:
Θα χρησιμοποιήσουμε το Κριτήριο Ρίζας. ΄Εχουμε
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√
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Επομένως, από το Κριτήριο Ρίζας, η δυναμοσειρά συγκλίνει για όλα τα x ∈ R τέτοια ώστε
x2 < 1, δηλ. x ∈ (−1, 1), επομένως η ακτίνα σύγκλισης R = 1. Για x2 > 1, η δυναμο-
σειρά αποκλίνει. Θα δούμε τώρα αν η δυναμοσειρά συκλίνει στα άκρα του διαστήματος

σύγκλισης, δηλ για x = ±1 :
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Επομένως, το διάστημα σύγκλισης είναι το [−1, 1].

2 Υπολογίστε τα πιο κάτω:
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Λύση
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Για x = 1
2 ο πιο πάνω τύπος μας δίνει
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Σημείωση:
ex + e−x

2
= coshx.

Για x = 1, ο πιο πάνω τύπος δίνει
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