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// Θερινή προετοιµασία

0.8 Τριγωνοµετρία

Παρόλο που οι πλείστες τριγωνοµετρικές ταυτότητες ϐρίσκονται στο τυπολόγιο, καλό είναι να τις
γνωρίζετε ή τουλάχιστον να γνωρίζετε τη χρησιµότητα της κάθε µίας (π.χ. έχουµε τύπο που ’σπάµε’
το ηµίτονο του αθροίσµατος δύο γωνιών). ΄Αλλωστε, αυτός που έχει κατανοήσει τους µηχανισµούς
των ταυτοτήτων τις ξέρει απ΄ ξω !

Βασικές/κύριες τριγωνοµετρικές ταυτότητες

ηµ2θ + συν2θ = 1, 1 + εφ2θ = τεµ2θ, 1 + σφ2θ = στεµ2θ

Τριγωνοµετρικοί αριθµοί αθροίσµατος και διαφοράς δύο γωνιών

ηµ(θ ± ϕ) = ηµθσυνϕ± ηµϕσυνθ, συν(θ ± ϕ) = συνθσυνϕ∓ ηµϕηµθ,

εφ(θ ± ϕ) =
εφθ ± εφϕ
1∓ εφθεφϕ

, σφ(θ ± ϕ) =
σφθσφϕ∓ 1

σφθ ± σφϕ

Τριγωνοµετρικοί αριθµοί του διπλασίου µιας γωνιάς

ηµ(2θ) = 2ηµθσυνθ =
2εφθ

1 + εφ2θ
,

συν(2θ) = 2συν2θ − 1 = 1− 2ηµ2θ =
1− εφ2θ

1 + εφ2θ

εφ(2θ) =
2εφθ

1− εφ2θ
, σφ(2θ) =

2εφθ
1− εφ2θ

ηµ2θ =
1− συν(2θ)

2
, συν2θ =

1 + συν(2θ)
2

εφ2θ =
1− συν(2θ)
1 + συν(2θ)

, σφ2θ =
1 + συν(2θ)
1− συν(2θ)

Θυµόµαστε ότι :
- Τα ηµίτονα παραπληρωµατικών γωνιών είναι ίσα, δηλαδή (αν θ οξεία γωνία) τότε ηµ(180◦−θ) = ηµθ.
Για παράδειγµα, ηµ(120◦) = ηµ(180◦ − 60◦) = ηµ(60◦) =

π

3
.

- Τα συνηµίτονα παραπληρωµατικών γωνιών είναι ίσα σε µέτρο και αντίθετα σε πρόσηµο, δηλαδή (αν
θ οξεία γωνία) τότε συν(180◦ − θ) = −συνθ.

Για παράδειγµα, συν(120◦) = συν(180◦ − 60◦) = −συν(60◦) = −1

2
.

- Αντίθετες γωνίες έχουν ίσα συνηµίτονα (δηλαδή συν(−θ) = συνθ) και ηµίτονα ίσα σε µέτρο αλλά
αντίθετα ηµ(−θ) = −ηµθ).

Για παράδειγµα, ηµ(−120◦) = −ηµ120◦ = −π

3
και συν(−30◦) = συν30◦ =

√
3

2
.
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Πίνακας 3: Βασικοί τριγωνοµετρικοί αριθµοί

Γωνία (θ)
ηµθ συνθ εφθ
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√
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√
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Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

Καλό είναι να µάθετε τις µορφές των ϐασικών τριγωνοµετρικών συναρτήσεων (ηµιτόνου, συνηµιτόνου,
εφαπτοµένης και συνεφαπτοµένης), αφού εκτός από τα Μαθηµατικά, ϑα τις συναντήσετε και στο
µάθηµα της Φυσικής (π.χ. στις ταλαντώσεις).
Υπενθύµιση:

Ορισµός 0.8.1. Μια συνάρτηση f λέγεται περιοδική αν υπάρχει µη µηδενική (πραγµατική)
σταθερά T τέτοια ώστε f(x) = f(x + T ) για κάθε x στο πεδίο ορισµού της συνάρτησης f .
Αν υπάρχει τέτοια σταθερά T , τότε αυτή ϑα καλείται η περίοδος της συνάρτησης.

Η συνάρτηση f(x) = ηµx
Η συνάρτηση f(x) = ηµx είναι 2π−περιοδική.
Ξέρουµε ότι η συνάρτηση αυτή µηδενίζεται στα ακέραια πολλαπλάσια του π, δηλαδή στα σηµεία

. . . , −3π, −2π, −π, 0, π, 2π, 3π, . . . .

Επίσης, γνωρίζουµε ότι για θ ∈ (0, π) είναι ηµθ > 0 και λόγω της 2π−περιοδικότητάς της, έχουµε
ότι στα διαστήµατα της µορφής (2kπ, 2kπ + π), όπου k ακέραιος αριθµός, το ηµίτονο είναι γνήσια
ϑετικό ενώ στα διαστήµατα της µορφής (2kπ + π, 2kπ + 2π), όπου k ακέραιος αριθµός, το ηµίτονο
είναι γνήσια αρνητικό.
Για παράδειγµα (δηλαδή όταν k = 1) έχουµε ότι ηµθ < 0 για θ ∈ (π, 2π) και για θ ∈ (2π, 3π) ότι
ηµθ > 0.
Το σύνολο τιµών της είναι το διάστηµα [−1, 1].
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Η συνάρτηση f(x) = συνx
Η συνάρτηση f(x) = συνx είναι 2π−περιοδική.
Ξέρουµε ότι η συνάρτηση αυτή µηδενίζεται στα ακέραια πολλαπλάσια του

π

2
, πλήν του µηδενός,

δηλαδή στα σηµεία

. . . , −7π

2
, −5π

2
, −3π

2
, −π

2
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2
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2
,
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2
,
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2
, . . . .

Επίσης, γνωρίζουµε ότι για θ ∈ (−π/2, π/2) είναι συνθ > 0 και λόγω της 2π−περιοδικότητάς
της, έχουµε ότι στα διαστήµατα της µορφής (2kπ − π/2, 2kπ + π/2), όπου k ακέραιος αριθµός, το
συνηµίτονο είναι γνήσια ϑετικό ενώ στα διαστήµατα της µορφής (2kπ + π/2, 2kπ + 3π/2), όπου k
ακέραιος αριθµός, το συνηµίτονο είναι γνήσια αρνητικό.
Για παράδειγµα (δηλαδή όταν k = 1) έχουµε ότι συνθ < 0 για θ ∈ (5π/2, 7π/2) και για θ ∈
(3π/2, 5π/2) ότι συνθ > 0.
Το σύνολο τιµών της είναι το διάστηµα [−1, 1].
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Η συνάρτηση f(x) = εφx
Η συνάρτηση f(x) = εφx είναι π−περιοδική.
Γνωρίζουµε ότι στα ακέραια πολλαπλάσια του

π

2
, η συνάρτηση αυτή δεν ορίζεται και αρα, λόγω

της π−περιοδικότητάς της έχουµε ότι το πεδίο ορισµού της είναι το σύνολο όλων των πραγµατικών
αριθµών εκτός το σύνολο

{
k
π

2
: k = 0,±1,±2, . . .

}
.

Στα ακέραια πολλαπλάσια του π, δηλαδή στα σηµεία

. . . , −3π, −2π, −π, 0, π, 2π, 3π . . .

η εφαπτοµένη είναι ίση µε 0.
Για θ ∈ (0, π/2) είναι εφθ > 0 και λόγω της π−περιοδικότητάς της, έχουµε ότι στα διαστήµατα
της µορφής (kπ, kπ + π/2), όπου k ακέραιος αριθµός, η εφαπτοµένη είναι γνήσια ϑετική ενώ στα
διαστήµατα της µορφής (kπ + π/2, kπ + π), όπου k ακέραιος αριθµός, εφαπτοµένη είναι γνήσια
αρνητική.
Για παράδειγµα (δηλαδή όταν k = 1) έχουµε ότι εφθ < 0 για θ ∈ (3π/2, 2π) και για θ ∈ (π, 3π/2)
ότι εφθ > 0.
Το σύνολο τιµών της είναι το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών.
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Η συνάρτηση f(x) = σφx
Η συνάρτηση f(x) = σφx είναι π−περιοδική.
Γνωρίζουµε ότι στα ακέραια πολλαπλάσια του π, η συνάρτηση αυτή δεν ορίζεται και αρα, λόγω της
π−περιοδικότητάς της έχουµε ότι το πεδίο ορισµού της είναι το σύνολο όλων των πραγµατικών αριθ-
µών εκτός το σύνολο {kπ : k = 0,±1,±2, . . .} .

Στα ακέραια πολλαπλάσια του
π

2
, πλήν του µηδενός, δηλαδή στα σηµεία

. . . , −7π

2
, −5π

2
, −3π

2
, −π

2
,
π

2
,
3π

2
,
5π

2
,
7π

2
, . . . .

η συνεφαπτοµένη είναι ίση µε 0 (δηλαδή εκεί όπου µηδενίζεται και το συνηµίτονο).
Για θ ∈ (0, π/2) είναι σφθ > 0 και για θ ∈ (π/2, π) είναι σφθ < 0 και συνεπώς, λόγω της
π−περιοδικότητάς της, έχουµε ότι στα διαστήµατα της µορφής (kπ, kπ + π/2), όπου k ακέραιος
αριθµός, η συνεφαπτοµένη είναι γνήσια ϑετική ενώ στα διαστήµατα της µορφής (kπ + π/2, kπ + π),
όπου k ακέραιος αριθµός, συνεφαπτοµένη είναι γνήσια αρνητική.
Για παράδειγµα (δηλαδή όταν k = 1) έχουµε για θ ∈ (π, 3π/2) σφθ > 0 ότι και για σφθ < 0 ότι
θ ∈ (3π/2, 2π).
Το σύνολο τιµών της είναι το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών.
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x = π x = 2π

O
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Τριγωνοµετρικές εξισώσεις και επίλυσή τους

Σε αρκετά προβλήµατα στη Γ Λυκείου (είτε στο ∆ιαφορικό Λογισµό είτε στις Κωνικές Τοµές) ϑα συνα-
ντήσουµε τριγωνοµετρικές εξισώσεις. Συνήθως, αυτές δεν είναι περίπλοκες, υπό την έννοια ότι Ϲητάνε
λύσεις στο πρώτο ή/και στο δεύτερο τεταρτηµόριο (προς τούτο ϑα δούµε µια τριγωνοµετρική εξίσω-
ση που προέκυψε από ϑέµα µεγίστοποίησης στις εισαγωγικές εξετάσεις του 2022/βλ. παράδειγµα
0.8.4).
Να σηµειωθεί πως δεν πρέπει κανείς να ϐασίζεται στην υπολογιστική του µηχανή για τον υπολογισµό
των λύσεων γιατί, παρόλο που η µηχανή ϑα δώσει αποτέλεσµα, η απουσία ουσιαστικής κατανόησης
των µεθόδων επίλυσης τριγωνοµετρικών εξισώσεων οδηγεί αναπόφευκτα στην αδυναµία κατανόησης
του προβλήµατος το οποίο έχουµε να λύσουµε.
Συνεπώς, πρέπει να µάθουµε να λύνουµε τριγωνοµετρικές εξισώσεις.

Υπενθύµιση:

Ορισµός 0.8.2. Καλούµε τριγωνοµετρική εξίσωση µια σχέση της µορφής

R(ηµx, συνx, εφx, σφx, τεµx, στεµx) = 0

όπου R συνάρτηση.

΄Εχουµε ήδη δεί κάποιες τριγωνοµετρικές εξισώσεις στην προηγούµενη παράγραφο:
ηµx = 0, συνx = 0, εφx = 0 και σφx = 0, οι λύσεις των οποίων αναφέρονται πρίν ακόµα αναφέρου-
µε τις τριγωνοµετρικών εξισώσεων (τις έχετε δει στην Α τάξη του Λυκείου).

▶ Παράδειγµα 0.8.1. Η εξίσωση

ηµ2x+ συν3x+ 2ηµx+ 1 = 0

είναι µια τριγωνοµετρική εξίσωση.

Για τις τριγωνοµετρικές εξισώσεις της µορφής ηµθ = c, συνθ = c, όπου c πραγµατική
σταθερά στο διάστηµα [−1, 1] και εφθ = c, σφθ = c, όπου c πραγµατική σταθερά, γράφουµε
τη σταθερά c ως ηµίτονο, συνηµίτονο, εφαπτοµένη και συνεφαπτοµένη αντίστοιχα κάποιας
γωνίας ϕ και χρησιµοποιούµε τους τύπους :

ηµθ = ηµϕ ⇔

{
θ = 2kπ + ϕ

θ = 2kπ + π − ϕ
, k ∈ Z,

συνθ = συνϕ ⇔

{
θ = 2kπ + ϕ

θ = 2kπ − ϕ
, k ∈ Z,

tan θ = tanϕ ⇔ θ = kπ + ϕ, k ∈ Z,

cot θ = cotϕ ⇔ θ = kπ + ϕ, k ∈ Z.

▶ Παράδειγµα 0.8.2. Να επιλυθούν οι πιο κάτω τριγωνοµετρικές εξισώσεις :

(i) ηµx =
1

2
, (ii) ηµ(2x) =

√
3

2
.
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Απάντηση.

(i) ηµx =
1

2
⇔ ηµx = ηµ

(π
6

)
⇔


x = 2kπ +

π

6

x = 2kπ + π − π

6

, k ∈ Z

⇔


x = 2kπ +

π

6

x = 2kπ +
5π

6

, k ∈ Z.

Π.χ. για k = −1 παίρνουµε x = −11π

6
και x = −7π

6
, για k = 0 παίρνουµε x =

π

6
και x =

5π

6

και για k = 1 παίρνουµε x =
13π

6
και x =

17π

6
.

(ii) ηµ(2x) =
√
3

2
⇔ ηµ(2x) = ηµ

(π
3

)
⇔


2x = 2kπ +

π

3

2x = 2kπ + π − π

3

, k ∈ Z

⇔


x = kπ +

π

6

x = kπ +
π

3

, k ∈ Z.

Π.χ. για k = −1 παίρνουµε x = −5π

6
και x = −2π

3
, για k = 0 παίρνουµε x =

π

6
και x =

π

3

και για k = 1 παίρνουµε x =
7π

6
και x =

4π

3
. □

▶ Παράδειγµα 0.8.3. Να επιλυθεί η πιο κάτω τριγωνοµετρική εξίσωση στο διάστηµα (−π, π] :

2συν
(
x+

π

8

)
= −1.

Απάντηση. 2συν
(
x+

π

8

)
= −1 ⇔ συν

(
x+

π

8

)
= −1

2
⇔ συν

(
x+

π

8

)
= συν

(
2π

3

)

⇔ x+
π

8
= 2kπ ± 2π

3
, k ∈ Z ⇔


x = 2kπ +

13π

24

x = 2kπ +
19π

24

, k ∈ Z.

Για k = 0 παίρνουµε x =
13π

24
και x =

19π

24
οι οποίες ανήκουν στο διάστηµα (−π, π], για k = −1

παίρνουµε x = −35π

24
̸∈ (−π, π] και x =

19π

24
∈ (−π, π], για k = 1 παίρνουµε x =

61π

24
̸∈ (−π, π]

και x =
77π

24
̸∈ (−π, π] και σταµατάµε εδώ γιατί, όπως καταλαβαίνουµε, για τις υπόλοιπες τιµές του

k ∈ Z ϑα πάρουµε λύσεις εκτός του διαστήµατος (−π, π]. □
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▶ Παράδειγµα 0.8.4. Να επιλυθεί η εξίσωση

συν2θ − ηµθ − ηµ2θ = 0

στο διάστηµα
(
0,

π

2

)
.

Απάντηση.

συν2θ − ηµθ − ηµ2θ = 0

⇔ 1− ηµ2θ − ηµθ − ηµ2θ = 0

⇔ −2ηµ2θ + ηµθ + 1 = 0

⇔ −(ηµ2θ − ηµθ − 1) = 0

⇔ (2ηµθ − 1) · (ηµθ + 1) = 0.

΄Αρα,

(2ηµθ − 1) · (ηµθ + 1) =⇔ 2ηµθ − 1 = 0 ή ηµθ + 1 = 0 ⇔ ηµθ =
1

2
ή ηµθ = −1.

Αλλά, η γωνία θ ϐρίσκεται στο πρώτο τεταρτηµόριο και άρα 0 < ηµθ < 1 και η οξεία γωνία που

ικανοποιεί την ηµθ = 1
2 είναι η θ =

π

6
. Η εξίσωση ηµθ = −1 δεν έχει λύσεις στο αναφερόµενο

διάστηµα. □
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