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Ενδεικτικές ασκήσεις στις κωνικές τοµές που περιλαµβάνουν εύρεση
εµβαδού επίπεδου χωρίου και όγκου στερεού

[1] ∆ίνεται η παραβολή µε εξίσωση y2 = 4x. Η εφαπτοµένη της παραβολής αυτής στο σηµείο
P (1, 2) τέµνει τον άξονα των τεταγµένων στο σηµείο A. Αν O είναι η αρχή των αξόνων, να
υπολογίσετε :
(α) το εµβαδόν του µικτόγραµµου χωρίου OPA,
(ϐ) τον όγκο του στερεού που παράγει το µικτόγραµµο χωρίο OPA, όταν περιστραφεί γύρω
από τον άξονα Oy.

Απάντηση

(α) Αρχικά ϐρίσκουµε την εξίσωση της εφαπτοµένης στην παραβολή στο σηµείο A :
Παραγωγίζω πεπλεγµένα την εξίσωση της παραβολής :

y2 = 4x ⇒ 2yy′ = 4 ⇒ y′ =
2

y
(y ̸= 0)

και άρα λεφ.(A) = 2
2 = 1 και έτσι

(εφ.) : y − 2 = 1 · (x− 1) ⇔ (εφ.) : y = x+ 1.

ϑέτω x = 0 στην πιο πάνω και ϐρίσκω y = 1. ΄Αρα A(0, 1).
Για τον υπολογισµό του εµβαδού του µικτόγραµµου χωρίου ΟΡΑ µπορούµε να ϑεωρήσουµε
είτε διαµερίσεις ως προς τον άξονα των τετµηµένων (ευκολότερο) είτε ως προς τον άξονα των
τεταγµένων:
Με διαµερίσεις ως προς τον άξονα των τετµηµένων

E =

∫ 1

0

[(x+ 1)− 2
√
x] dx =

[
x2

2
+ x− 4

3
x3/2

]1
0

=
1

6
τ.µ..

Με διαµερίσεις ως προς τον άξονα των τεταγµένων

Είναι y2 = 4x ⇔ x = y2

4 και y = x+ 1 ⇔ x = y − 1. Τότε

E = E1 + E2 =

∫ 1

0

(
y2

4
− 0

)
dy +

∫ 2

1

(
y2

4
− (y − 1)

)
dy

=

∫ 1

0

y2

4
dy +

∫ 2

1

(1− y) dy

=

[
y3

12

]1
0

+

[
y − y2

2

]2
1

=
1

12
+

1

12
=

1

6
τ.µ..

(ϐ) Θα ϐρούµε τον όγκο του στερεού που παράγεται όταν το µικτόγραµµο χωρίο ΟΡΑ περιστρα-
ϕεί γύρω από τον άξονα Oy :

V (OPA) = V1 + V2 = π

∫ 1

0

[(
y2

4

)2
]
dy + π

∫ 2

1

[(
y2

4

)2

− (y − 1)2

]
dy

= π

∫ 2

0

y4

16
− π

∫ 2

1

(y − 1)2 dy =
π

16
· 32
5

− π

3

=
2π

5
− π

3
=

π

15
κ.µ..
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x

y y2 = 4x

O

P (1, 2)

A(0, 1)

y = x+ 1

y = 1

[2] Να ϐρείτε το εµβαδόν του χωρίου που ϕράσσεται από τις καµπύλες µε εξίσωση x2+y2 = 8, y ≥
0 και y = x2

2 .

Απάντηση

Η καµπύλη (C1) µε εξίσωση x2 + y2 = 8, y ≥ 0 είναι το άνω ηµικύκλιο µε κέντρο την αρχή
των αξόνων και ακτίνα R =

√
8 = 2

√
2 και η καµπύλη (C2) (συγκεκριµένα η καµπύλη αυτή

είναι γράφηµα συνάρτησης) είναι παραβολή µε κορυφή την αρχή των αξόνων. Βρίσκουµε τα
σηµεία τοµής των δύο αυτών καµπύλων:

8− x2 =

(
x2

2

)2

⇔ 8− x2 =
x4

4
⇔ 32− 4x2 = x4

⇔ x4 + 4x2 − 32 = 0 ⇔ (x2 − 4)(x2 + 8) = 0

⇔ x2 = 4 ⇔ x = ±2.

΄Εχουµε (λόγω συµµετρίας)

E = 2

∫ 2

0

(√
8− x2 − x2

2

)
dx = 2

∫ 2

0

√
8− x2 dx−

∫ 2

0

x2 dx.

Για το πρώτο ολοκλήρωµα ϑεωρούµε την αντικατάσταση

x = 2
√
2 sinu ⇔ τοξηµ

(
x

2
√
2

)
= u ⇔ τοξηµ

(√
2x

4

)
= u.

Τότε
dx = 2

√
2συνu du

και

x = 0 ⇔ u = τοξηµ0 = 0, x = 2 ⇔ u = τοξηµ

(√
2

2

)
=

π

4
.
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΄Αρα, ∫ 2

0

√
8− x2 dx =

∫ π/4

0

√
8− 8ηµ2u · 2

√
2συνu du

= 2
√
2

∫ π/4

0

√
8(1− ηµ2u) · συνu du

= 2
√
2 · 2

√
2

∫ π/4

0

√
1− ηµ2u · συνu du

= 8

∫ π/4

0

|συνu| · συνu du

(u ∈ (0, π/4) ⇒ συνu > 0)

= 8

∫ π/4

0

συν2u du = 8

∫ π/4

0

1 + συν(2u)
2

du

= 4

[
u+

1

2
· ηµ(2u)

]π/4
0

= 4 ·
(
π

4
+

1

2

)
= π + 2.

Για το δεύτερο ολοκλήρωµα: ∫ 2

0

x2 dx =

[
x3

3

]2
0

=
8

3
.

Συνεπώς,

E = 2(π + 2)− 8

3
= 2π +

4

3
τ.µ..

y = x2

2

x

y

2
√
2−2

√
2

2
√
2

−2
√
2

O

x2 + y2 = 8
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Ενδεικτικές ασκήσεις δεύτερου µέρους στις κωνικές τοµές

΄Ασκηση (∆ες Θέµα Β3, Παγκύπριες 2007)
∆ίνεται η παραβολή (Π) µε εξίσωση y2 = 16x και τα σηµεία της, A(4t2, 8t), B(4ρ2, 8ρ), t, ρ ̸=
0, t ̸= ρ.

(αʹ) Αν το ΑΒ περνά από το σηµείο Γ(5/2, 2),

(i) να δείξετε ότι 2(ρ+ t) = 8ρt+ 5,

(ii) να ϐρείτε την εξίσωση της καµπύλης πάνω στην οποία ανήκει ο γεωµετρικός τόπος
του µέσου M του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ.

(ϐʹ) Αν υποθέσουµε επιπλέον ότι το Γ είναι το µέσον του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ,

(i) να ϐρείτε την εξίσωση της ευθείας που περνά από τα σηµεία Α και Β,

(ii) να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που ϕράσσεται από την ευθεία που περνά
από τα σηµεία Α και Β και την παραβολή (Π).

Απάντηση

(αʹ) (i)

λAΓ = λAB ⇔ yΓ − yA
xΓ − xA

=
yB − yA
xB − xA

⇔ 2− 8t
5
2 − 4t2

=
8ρ− 8t

4ρ2 − 4t2

⇔ 4(1− 4t)

5− 8t2
=

8(ρ− t)

4(ρ2 − t2)
⇔ 2(1− 4t)

5− 8t2
=

ρ− t

(ρ− t)(ρ+ t)

⇔ 2(1− 4t)

5− 8t2
=

1

ρ+ t
⇔ 2(1− 4t)(ρ+ t) = 5− 8t2

⇔ 2ρ− 8tρ+ 2t− 8t2 = 5− 8t2 ⇔ 2(ρ+ t) = 5 + 8ρt.

(ii) ΄Εστω M(xM , yM ) το µέσον του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ.
Τότε

xM =
xA + xB

2
=

4t2 + 4ρ2

2
= 2(t2 + ρ2)

yM =
yA + yB

2
=

8(ρ+ t)

2
= 4(ρ+ t).

Υψώνουµε στο τετράγωνο αµφότερα µέλη της τελευταίας :

y2M = 16(ρ+ t)2 = 16(ρ2 + 2ρt+ t2).

Αντικαθιστούµε στην πιο πάνω τις yM

4 = ρ + t και την 2(ρ + t) = 5 + 8ρt ⇔ ρt =
2(ρ+t)−5

8 = yM−10
16 που ϐρήκαµε στο προηγούµενο ερώτηµα και καταλήγουµε στην

y2M = 8xM + 2yM − 20 ⇔ (yM − 1)2 = 8xM − 19.

(ϐʹ) Αν υποθέσουµε επιπλέον ότι το Γ(5/2, 2) είναι το µέσον του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ, τότε

xM =
5

2
⇒ t2 + ρ2 = 5

και
yM = 2 ⇒ ρ+ t =

1

2
.
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(i) Από πριν, έχουµε

λAB =
2

ρ+ t

ρ+t=1/2
= 4

και άρα

(AB) : y − yΓ = λAB(x− xΓ) ⇔ (AB) : y − 2 = 4(x− 5/2)

⇔ (AB) : y = 4x− 8.

(ii) Αντικαθιστούµε τις συντεταγµένες του σηµείου A(4t2, 8t) στην εξίσωση (AB) : y = 4x−8 :

8t = 16t2 − 8 ⇔ 2t2 − t− 1 = 0 ⇔ (2t+ 1)(t− 1) = 0 ⇔ t = −1

2
, t = 1.

Ουσιαστικά η µια τιµή της παραµέτρου t δίνει τις συντεταγµένες του ενός σηµείου A και
η άλλη του B. ΄Εστω (χωρίς απώλεια της γενικότητας) ότι η t = 1 δίνει το A και η άλλη το
B, δηλαδή

A(4, 8), B(1,−4).

Τότε (µε διαµερίσεις ως προς τον άξονα των τεταγµένων)

E =

∫ 8

−4

(
y + 8

4
− y2

16

)
dy =

[
y2

8
+ 2x− y3

48

]8
−4

= . . . = 18 τ.µ..

x

y y2 = 16x

O

A(4, 8)

B(1,−4)

E(4, 0)

Γ(5/2, 2)

΄Ασκηση (∆ες Θέµα Β4, Παγκύπριες 2019/Β σειρά)
∆ίνεται η παραβολή y2 = 4ax, a > 0 και σηµεία A(at2, 2at), B(aρ2, 2aρ), t ̸= ρ, t, ρ ̸= 0
στην παραβολή τέτοια ώστε η χορδή AB να διέρχεται από το σταθερό σηµείο Γ(3a, 0).
Αν K είναι το σηµείο τοµής των καθέτων της παραβολής στα σηµεία A και B,

(i) να δείξετε ότι tρ = −3,

(ii) να ϐρείτε την εξίσωση της καµπύλης στην οποία ϐρίσκεται ο γεωµετρικός τόπος του
σηµείου K.
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Απάντηση

(i) ΄Ενας τρόπος να γίνει αυτό είναι µε χρήση της κλίσης ευθύγραµµου τµήµατος :

λAB = λAΓ ⇔ yB − yA
xB − xA

=
yΓ − yA
xΓ − yA

⇔ 2aρ− 2at

aρ2 − at2
=

0− 2at

3a− at2

⇔ 2a(ρ− t)

a(ρ2 − t2)
=

−2at

a(3− t2)

⇔ ρ− t

(ρ− t)(ρ+ t)
=

t

t2 − 3

⇔ 1

ρ+ t
=

t

t2 − 3

⇔ t2 − 3 = t(ρ+ t) ⇔ t2 − 3 = tρ+ t2

⇔ tρ = −3.

Η πιο πάνω σχέση συνδέει τις παραµέτρους t και ρ και µπορούµε να τη χρησιµοποιήσουµε στο

επόµενο ερώτηµα για να απαλείψουµε τη µία από τις δύο παραµέτρους.

(ii) Βρίσκουµε την εξίσωση της καθέτου στο σηµείο A :

y2 = 4ax ⇒ 2yy′ = 4a ⇒ y′ =
2a

y
(y ̸= 0).

Αλλά t ̸= 0 ⇒ yA = 2at ̸= 0 και άρα

λεφ.(A) =
2a

2at
=

1

t
⇒ λκάθ.(A) = − 1

λεφ.(A)
= −t.

Τότε
(κάθ. (A)) : y − 2at = −t(x− at2) ⇔ (κάθ. (A)) : y + tx = 2at+ at3.

Λόγω συµµετρίας των συµβόλων t και ρ στην παραµετρική µορφή γραφής των σηµείων A και
B έχουµε

(κάθ. (B)) : y + ρx = 2aρ+ aρ3.

Θα ϐρούµε τώρα το σηµείο τοµής K των καθέτων στα σηµεία A και B :
Λύνουµε σύστηµα µε τις δύο εξισώσεις που ϐρήκαµε, π.χ. αφαιρώντας τις κατά µέλη,

tx− ρx = 2at+ at3 − 2aρ− aρ3

⇔ x(t− ρ) = 2a(t− ρ) = a(t3 − ρ3)

⇔ x(t− ρ) = 2a(t− ρ) = a(t− ρ)(t2 + tρ+ ρ2)
t̸=ρ⇔ x = 2a+ a(t2 + ρ2 + tρ)

tρ=−3⇔ x = 2a+ a(t2 + ρ2 − 3).

Ακολούθως, αντικαθιστούµε την τιµή του x που ϐρήκαµε σε µια από τις εξισώσεις των καθέτων,
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π.χ. στο A :

y + 2at+ at3 + atρ2 = 3at = 2aat3

⇔ y + atρ2 − 3at = 0

⇔ y + a (tρ)︸︷︷︸
=−3

ρ− 3at = 0

⇔ y − 3aρ− 3at = 0

⇔ y = 3a(t+ ρ).

Ξαναγράφουµε την έκφραση του x ως προς τις παραµέτρους t και ρ :

x− 2a

a
+ 3 = t2 + ρ2 ⇔ t2 + ρ2 =

x+ a

a

και αυτήν του y :

t+ ρ =
y

3a
⇒ (t+ ρ)2 =

y2

9a2
⇒ t2 + ρ2 + tρ =

y2

9a2
⇒ t2 + ρ2 − 3 =

y2

9a2
.

΄Αρα, 
t2 + ρ2 = y2

9a2 + 3

t2 + ρ2 = x+a
a

⇒ y2

9a2
+ 3 =

x+ a

a
⇒ y2 = 9a(x− 2a) .

Σηµείωση: Η καµπύλη µε εξίσωση y2 = 9a(x − 2a) είναι παραβολή µε κορυφή το σηµείο
(2a, 0).
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Υπολογισµοί ολοκληρωµάτων (τεχνικές ολοκλήρωσης) και συνέπειες του 1ου
Θεµελιώδους Θεωρήµατος του Απειροστικού Λογισµού

΄Ασκηση
(∆ες ϑέµα Α8, Παγκύπριες 2002 και Θέµα Α6, Παγκύπριες 2020/Β σειρά)
(α) Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση t = εφ

(
x
2

)
να δείξετε ότι∫ π

2

0

dx

5 + 3συνx
=

1

2
τοξεφ

(
1

2

)
.

(ϐ) Να δείξετε ότι για a, b ̸= 0,

d

dx

(
aηµx

b+ aσυνx

)
=

a2 − b2

(b+ aσυνx)2
+

b

b+ aσυνx
.

(γ) Χρησιµοποιώντας τα πιο πάνω, ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο, να δείξετε ότι∫ π
2

0

dx

(5 + 3συνx)2
=

5

32
τοξεφ

(
1

2

)
− 3

80
.

Απάντηση

(α) t = εφ
(x
2

)
⇔ x

2
= τοξεφt και άρα

dx =
2

1 + t2
dt.

Είναι (δες τυπολόγιο) συνx =
1− εφ2(x/2)

1 + εφ2(x/2)
=

1− t2

1 + t2
.

Επίσης,

x = 0 ⇒ t = εφ0 = 0, x =
π

2
⇒ t = εφ

(π
4

)
= 1.

Συνεπώς, ∫ π
2

0

dx

5 + 3συνx
= 2

∫ 1

0

1

5 + 3 · 1−t2

1+t2

· 1

1 + t2
dt

= 2

∫ 1

0

dt

5(1 + t2) + 3(1 + t2) · 1−t2

1+t2

= 2

∫ 1

0

dt

5(1 + t2) + 3(1 + t2)

= 2

∫ 1

0

dt

2t2 + 8
=

∫ 1

0

dt

t2 + 4
.

Είναι
∫ 1

0

dt

t2 + 4
=

1

4

∫ 1

0

dt(
t
2

)2
+ 1

και χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση u = t
2 , 2du = dt, t =

0 ⇒ u = 0, t = 1 ⇒ u = 1
2 το πιο πάνω γίνεται

1

2

∫ 1
2

0

du

1 + u2
=

[
1

2
τοξεφu

] 1
2

0

=
1

2

[
τοξεφ

(
1

2

)
− τοξεφ0

]
=

1

2
τοξεφ

(
1

2

)
.
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(ϐ) Για a, b ̸= 0,

d

dx

(
aηµx

b+ aσυνx

)
=

(aηµx)′ · (b+ aσυνx)− aηµx · (b+ aσυνx)′

(b+ aσυνx)2

=
aσυνx · (b+ aσυνx)− aηµx · (−aηµx)

(b+ aσυνx)2

=
abσυνx+ a2συνx+ a2ηµ2x

(b+ aσυνx)2

=
abσυνx+ a2συνx+ a2(1− συν2x)

(b+ aσυνx)2

=
abσυνx+ a2

(b+ aσυνx)2
=

abσυνx+ a2 + b2 − b2

(b+ aσυνx)2

=
a2 − b2

(b+ aσυνx)2
+

abσυνx+ b2

(b+ aσυνx)2

=
a2 − b2

(b+ aσυνx)2
+

b(aσυνx+ b)

(b+ aσυνx)2

=
a2 − b2

(b+ aσυνx)2
+

b

b+ aσυνx
.

(γ) Για a = 3 και b = 5 το αποτέλεσµα του προηγούµενου ερωτήµατος δίνει

d

dx

(
3ηµx

5 + 3συνx

)
=

−16

(5 + 3συνx)2
+

5

5 + 3συνx

⇒ 1

(5 + 3συνx)2
= − 1

16

[
d

dx

(
3ηµx

5 + 3συνx

)
− 5

5 + 3συνx

]
.

Ολοκληρώνουµε αµφότερα µέλη της πιο πάνω από x = 0 ως x = π
2 :∫ π

2

0

dx

(5 + 3συνx)2
= − 1

16

∫ π
2

0

d

dx

(
3ηµx

5 + 3συνx

)
− dx+

5

16

∫ π
2

0

dx

5 + 3συνx︸ ︷︷ ︸
= 1

2 τοξεφ( 1
2 )

= − 1

16

[
3ηµx

5 + 3συνx

]π
2

0

+
5

32
τοξεφ

(
1

2

)

= − 1

16

[
3ηµ(π/2)

5 + 3συν(π/2)
− 3ηµ0

5 + 3συν0

]
+

5

32
τοξεφ

(
1

2

)
ηµ(π/2)=1

ηµ0=0
συν0=1

= − 1

16
· 3
5
+

5

32
τοξεφ

(
1

2

)

=
5

32
τοξεφ

(
1

2

)
− 3

80
.

■
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΄Ασκηση
(∆ες ϑέµα Β5, Παγκύπριες 2014/Β σειρά)
΄Εστω η συνάρτηση f :

[
0, π

2

]
→ R µε τύπο

f(x) =
1√

2− ηµ2x
.

(α) Να προσδιορίσετε τη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f .

(ϐ) Να αποδείξετε ότι
π
√
2

4
≤
∫ π

2

0

f(x) dx ≤ π

2
.

(γ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g µε τύπο g(x) = συνx · f(x) είναι γνησίως ϕθίνουσα στο
διάστηµα [0, π/2] και στη συνέχεια να δείξετε ότι ισχύει√

2− ηµ2x ≥
√
2συνx, ∀x ∈ [0, π/2].

Απάντηση

Καταρχάς, η συνάρτηση f είναι καλά ορισµένη αφού ∀x ∈ [0, π/2], 0 ≤ ηµx ≤ 1 ⇒ 0 ≤ ηµ2x ≤
1 ⇒ 2− ηµ2x > 0.
Εναλλακτικά, 2− ηµ2x = 1 + συν2x > 0, ∀x ∈ [0, π/2].

(α) Η f είναι ορισµένη σε κλειστό (και ϕραγµένο) διάστηµα. Από γνωστό µας Θεώρηµα, έχουµε
ότι λαµβάνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή, τις οποίες ϑα προσδιορίσουµε, χρησιµοποιώντας εργαλεία
του ∆ιαφορικού Λογισµού.
Η f είναι παραγωγίσιµη µε

f ′(x) =
(
(
√
2− ηµ2x)−1/2

)′
= −1

2
(2− ηµ2x)′(

√
2− ηµ2x)−3/2

= − −2ηµxσυνx
2(2− ηµ2x)3/2

=
ηµ(2x)

2(2− ηµ2x)3/2

για x ∈ (0, π/2).
΄Οµως, για x ∈ (0, π/2) ⇒ ηµ(2x) > 0 και άρα η f είναι γνησίως αύξουσα (στο εσωτερικό του
διαστήµατος [0, π/2]) και λόγω συνέχειας, είναι γνησίως αύξουσα στο [0, π/2]. Συνεπώς, η µέγιστή
της τιµή λαµβάνεται για x = π/2 και η ελάχιστη για x = 0, δηλαδή

f(0) ≤ f(x) ≤ f
(π
2

)
, ∀x ∈ [0, π/2],

δηλαδή (εύκολες πράξεις)
1√
2
=

√
2

2
≤ f(x) ≤ 1, ∀x ∈ [0, π/2],

µε τις ισότητες µόνο για x = 0 ή για x = π/2.

(ϐ)
√
2

2
≤ f(x) ≤ 1, ∀x ∈ [0, π/2] ⇒

∫ π/2

0

√
2

2
dx ≤

∫ π/2

0

f(x) dx ≤
∫ π/2

0

dx

⇒
√
2

2
· π
2
≤
∫ π/2

0

f(x) dx ≤ π

2

⇒ π
√
2

4
≤
∫ π/2

0

f(x) dx ≤ π

2
.
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(γ) Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη (στο πεδίο ορισµού της, το διάστηµα [0, π/2]) ως γινόµενο

παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε

g′(x) = (συνx · f(x))′ = (συνx)′ · f(x) + συνx · f ′(x)

= −ηµx · 1√
2− ηµ2x

+ συνx · 2ηµxσυνx
2(2− ηµ2x)3/2

= − ηµx
(2− ηµ2x)1/2

+
ηµxσυν2x

(2− ηµ2x)3/2

=
−ηµx(2− ηµ2x) + ηµxσυν2x

(2− ηµ2x)3/2

=
−ηµx(1 + συν2x) + ηµxσυν2x

(2− ηµ2x)3/2

= − ηµx
(2− ηµ2x)3/2

= − ηµx
(1 + συν2x)3/2

.

για x ∈ (0, π/2).
΄Οµως, για x ∈ (0, π/2) ⇒ ηµx > 0 ⇒ −ηµx < 0 και άρα η g είναι γνησίως ϕθίνουσα στο
x ∈ (0, π/2) και λόγω συνέχειας, είναι γνησίως ϕθίνουσα στο [0, π/2].
Συνεπώς,

g(x) ≤ g(0), ∀x ∈ [0, π/2]

µε την ισότητα µόνο για x = 0.
Είναι g(0) = συν0 · f(0) = 1 · 1√

2
= 1√

2
και η πιο πάνω γίνεται

συνx√
2− ηµ2x

≤ 1√
2
, ∀x ∈ [0, π/2],

δηλαδή √
2− ηµ2x ≥

√
2συνx, ∀x ∈ [0, π/2]

µε την ισότητα µόνο για x = 0. ■

΄Ασκηση 3 (δες ϑέµα Α10, Παγκύπριες 2020/Α σειρά και ϑέµα Α10, Παγκύπριες
2019/Β σειρά)
΄Εστω f : R → R δυο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση µε συνεχή δεύτερη παράγωγο και
τέτοια ώστε f(π) = 1 και ∫ π

0

(f(x) + f ′′(x))ηµx dx = 1.

Να δείξετε ότι f(0) = 0.

Απάντηση

1ος τρόπος

∫ π

0

(f(x) + f ′′(x))ηµx dx = 1 ⇔
∫ π

0

f(x)ηµx dx+

∫ π

0

f ′′(x)ηµx dx = 1.
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Εφαρµόζω ολοκλήρωση κατά παράγοντες στο πρώτο ολοκλήρωµα:∫ π

0

f(x)ηµx dx =

∫ π

0

f(x)(−συνx)′ dx

= −[f(x)συνx]π0 +

∫ π

0

f ′(x)συνx dx

= −f(π)συνπ + f(0)συν0 +
∫ π

0

f ′(x)συνx dx

f(π)=1
συνπ=−1
συν0=1

= 1 + f(0) +

∫ π

0

f ′(x)συνx dx.

Εφαρµόζω ολοκλήρωση κατά παράγοντες και στο δεύτερο ολοκλήρωµα:∫ π

0

f ′′(x)ηµx dx =

∫ π

0

(f ′(x))′ · ηµx dx

= f ′(π)ηµπ − f ′(0)ηµ0−
∫ π

0

f ′(x) · (ηµx)′ dx

ηµπ=0
ηµ0=0 = −

∫ π

0

f ′(x) · συνx dx.

Από τα πιο πάνω έχουµε

1 + f(0) +

∫ π

0

f ′(x)συνx dx−
∫ π

0

f ′(x)συνx dx = 1 ⇒ f(0) = 0.

2ος τρόπος

∫ π

0

(f(x) + f ′′(x))ηµx dx = 1 ⇔
∫ π

0

f(x)ηµx dx+

∫ π

0

f ′′(x)ηµx dx = 1.

Εφαρµόζω ολοκλήρωση κατά παράγοντες στο δεύτερο ολοκλήρωµα:∫ π

0

f ′′(x)ηµx dx =

∫ π

0

(f ′(x))′ · ηµx dx

= f ′(π)ηµπ − f ′(0)ηµ0−
∫ π

0

f ′(x) · (ηµx)′ dx

ηµπ=0
ηµ0=0 = −

∫ π

0

f ′(x) · συνx dx.

Εφαρµόζω ολοκλήρωση κατά παράγοντες στο τελευταιο ολοκλήρωµα:

= −
(
[f(x)συνx]π0 −

∫ π

0

f(x) · (συνx)′ dx
)

= −f(π)συνπ + f(0)συν0−
∫ π

0

f(x)ηµx dx

f(π)=1
συνπ=−1
συν0=1

= f(0) + 1−
∫ π

0

f(x)ηµx dx.

Από τα πιο πάνω έχουµε∫ π

0

f(x)ηµx dx+

∫ π

0

f ′′(x)ηµx dx = 1 ⇔
∫ π

0

f(x)ηµx dx+ f(0) + 1−
∫ π

0

f(x)ηµx dx = 1

⇔ f(0) = 0.

■
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΄Ασκηση 2
(∆ες ϑέµα Α7, Παγκύπριες 2021/Β σειρά)
Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση που δίνεται, ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο, να υπολο-
γίσετε το ολοκλήρωµα: ∫

x2 + 1√
9− x2

dx, x = 3ηµθ, −π

2
< θ <

π

2
.

Απάντηση

Χρησιµοποιώ την αντικατάσταση που δίνεται :

x = 3ηµθ, −π

2
< θ <

π

2
⇔ τοξηµ

(x
3

)
= θ, x ∈ (−3, 3).

Τότε,
9− x2 = 9− 9ηµ2θ = 9(1− ηµ2θ) = 9συν2θ

και
dx = 3συνθ dθ.

΄Εχουµε −π
2 < θ < π

2 ⇒ συνθ > 0 ⇒
√

συν2θ = |συνθ| = συνθ και άρα∫
x2 + 1√
9− x2

dx =

∫
9ηµ2θ + 1√

9συν2θ
· 3συνθ dθ =

∫
9ηµ2θ + 1

3συνθ
· 3συνθ dθ

=

∫
(9ηµ2θ + 1) dθ = 9

∫
ηµ2θ dθ +

∫
dθ

= 9

∫
ηµ2θ dθ + θ.

Είναι ∫
ηµ2θ dθ =

∫
1− συν(2θ)

2
dθ =

1

2

(∫
dθ −

∫
συν(2θ) dθ

)
=

1

2

(
θ − 1

2
ηµ(2θ)

)
+ c =

θ

2
− 1

4
ηµ(2θ) + c

και έτσι

9

∫
ηµ2θ dθ + θ = 9

(
θ

2
− 1

4
ηµ(2θ)

)
+ θ + c

=
9

2
θ − 9

4
ηµ(2θ) + θ + c

=
11

2
θ − 9

2
ηµθσυνθ + c

=
11

2
θ − 9

2
ηµθ

√
1− ηµ2θ + c

=
11

2
τοξηµ

(x
2

)
− 9

2
· x
3

√
1− x2

9
+ c

=
11

2
τοξηµ

(x
2

)
− 3x

2

√
9− x2

9
+ c

=
11

2
τοξηµ

(x
2

)
− x

2

√
9− x2 + c.

■
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΄Ασκηση 3
(∆ες ϑέµα Α9, Παγκύπριες 2021/Α σειρά και ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΕΠΑΝΑΛΗΨΗΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗ-
ΜΑΤΙΚΑ Γ ΛΥΚΕΙΟΥ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ (από ΥΠΠΑΝ, 2020) )
Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση που δίνεται, ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο, να υπολο-
γίσετε το ολοκλήρωµα:∫

dx

1 + ηµx+ 2συνx
, t = εφ

(x
2

)
, 0 < x <

π

2
.

Απάντηση

t = εφ
(x
2

)
, 0 < x <

π

2
⇔ x

2
= τοξεφt, t > 0

και
dx =

2

1 + t2
dt.

Χρησιµοποιούµε τους τύπους

ηµx =
2t

1 + t2
, συνx =

1− t2

1 + t2

και το ολοκλήρωµα γίνεται∫
1

1 + 2t
1+t2 + 2 1−t2

1+t2

· 1

1 + t2
dt = 2

∫
dt

1+t2+2t+2−2t2

1+t2 · (1 + t2)

= 2

∫
dt

−t2 + 2t+ 3
= −2

∫
dt

t2 − 2t− 3

= −2

∫
dt

(t− 3)(t+ 1)
.

Αναλύουµε σε άθροισµα απλών κλασµάτων την υπο ολοκλήρωση συνάρτηση:

1

(t− 3)(t+ 1)
=

A

t− 3
+

B

t+ 1

⇒ 1 = A(t+ 1) +B(t− 3).

Για t = −1 παίρνουµε 1 = −4B ⇒ B = −1/4 και για t = 3, 1 = 4A ⇒ A = 1/4. ΄Αρα,

−2

∫
dt

(t+ 1)(t− 3)
= −2 · 1

4

(∫
dt

t− 3
−
∫

dt

t+ 1

)
=

1

2

∫
dt

t+ 1
− 1

2

∫
dt

t− 3

=
1

2
ln |t+ 1| − 1

2
ln |t− 3|+ c

=
1

2
ln

∣∣∣∣ t+ 1

t− 3

∣∣∣∣+ c

και συνεπώς, ∫
dx

1 + ηµx+ 2συνx
=

1

2
ln

∣∣∣∣εφ(x/2) + 1

εφ(x/2)− 3

∣∣∣∣+ c.

. ■
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Προβλήµατα αρχικών τιµών

▶ Υπενθυµίσεις

(ϐλ. σχολικό ϐιβλίο/Τεύχος Β, σελ. 18)
• Αν f και f δύο συνεχείς συναρτήσεις τέτοιες ώστε f = g, τότε∫

f(x) dx =

∫
g(x) dx.

• Αν f συνεχής συνάρτηση, τότε

d

dx

(∫
f(x) dx

)
= f(x), ∀x ∈ D(f).

• Αν f παραγωγίσιµη συνάρτηση, τότε∫
d

dx
(f(x)) dx = f(x) + c, ∀x ∈ D(f),

όπου c (αυθαίρετη) πραγµατκή σταθερά.

▶▶ Πρόβληµα αρχικών τιµών είναι µια διαφορική εξίσωση µαζί µε µια αρχική συνθήκη η οποία
καθορίζει την τιµή της προς εύρεση (άγνωστης) συνάρτησης που ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση,
σε συγκεκριµένο σηµείο του πεδίου ορισµού της.

Για παράδειγµα, έστω το πρόβληµα αρχικών τιµών
f ′(x)− ex = 0, x ∈ R

f(0) = 3

.

Είναι
f ′(x)− ex = 0, ∀x ∈ R ⇔ f ′(x) = ex, ∀x ∈ R.

Ολοκληρώνουµε αµφότερα µέλη της πιο πάνω:∫
f ′(x) dx =∈ ex dx

και έχουµε
f(x) = ex + c,

όπου c (αυθαίρετη) πραγµατκή σταθερά.
∆ηλαδή, µια ολόκληρη οικογένεια συναρτήσεων ικανοποιεί την εξίσωση f ′(x)− ex = 0. Μόνο µία
όµως από αυτές ικανοποιεί και την αρχική συνήκη f(0) = 3 :

f(x) = ex + c, x ∈ R

f(0) = 3

⇒ 3 = e0 + c ⇒ c = 2.

΄Αρα, η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών είναι η συνάρτηση

f(x) = ex + 2, x ∈ R.
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Λόγω του ότι στο Λύκειο δε διδασκόµαστε (πλέον) Θεωρία των ∆ιαφορικών Εξισώσεων, δε
ϑα µας Ϲητηθεί να επιλύσουµε κάποιο πρόβληµα αρχικών τιµών που να περιέχει κάποια
εξεζετηµένη (διαφορική) εξίσωση, αλλά µια απλή.
Γενικά, οι εξισώσεις που παρουσιάζονται σε εξετάσεις, είναι στοιχειώδεις για κάποιο γνώστη
της Θεωρίας των ∆ιαφορικών Εξισώσεων, αλλά τροποποιηµένες κατά τέτοιον τρόπο ούτως ώστε
να στηθεί ένα ϑέµα που να παρουσιάζει ’τεχνική δυσκολία’.

Να σηµειώσουµε ότι υπάρχει ολόκληρη ϑεωρία που αναφέρει µεθοδολογία για αρκετές µορφές
διαφορικών εξισώσεων.

Ας δούµε λόγου χάριν το Θέµα Β4 των Παγκύπριων εξετάσεων του 2021:
Μας δίνεται µια δυο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση g : R → R για την οποία ισχύει ότι (προσέξτε
πως δεν λέει ’η οποία ικανοποιεί το πιο κάτω πρόβληµα αρχικών τιµών’)

g′′(x)eg(x) + (g′(x))2eg(x) = 2,

g(1) = 0, g′(1) = 1

.

Μας Ϲητείται να δείξουµε ότι
g′(x)eg(x) = 2x− 1, ∀x ∈ R

και να ϐρεθεί η συνάρτηση3 g που ικανοποιεί τις πιο πάνω συνθήκες.

Ο µόνος τρόπος που γνωρίζετε στο επίπεδο αυτό για να ϐρίσκεται µια συνάρτηση όταν σας δίνε-
ται η παράγωγός της και µια αρχική συνθήκη είναι η ολοκλήρωση4.
Συνεπώς, ϑα πρέπει µε κάποιον τρόπο, να γράψετε την εξίσωση που σας δίνεται στη µορφή

F ′(x) = A(x),

όπου A(x) ϑα είναι µια συνάρτηση του x και η F να περιέχει τη συνάρτηση g ή/και την g′ και να
ολοκληρώσετε αµφότερα µέλη.
Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι :

g′′(x)eg(x) + (g′(x))2eg(x) = (g′(x)) · eg(x) + g′(x) ·
(
eg(x)

)′
=

(
g′(x) · eg(x)

)′
.

Τότε,

g′′(x)eg(x) + (g′(x))2eg(x) = 2 ⇔
(
g′(x) · eg(x)

)′
= 2

⇔
∫ (

g′(x) · eg(x)
)′

dx =

∫
2 dx

⇔ g′(x) · eg(x) = 2x+ c.

Τώρα είναι µια καλή στιγµή για να εφαρµόσουµε τις αρχικές µας συνθήκες g(1) = 0 και g′(1) = 1 :

g′(1) · eg(1) = 2 · 1 + c ⇔ 1 · e0 = 2 + c ⇔ c = 1− 2 = −1.

3Στο ϑέµα αναφέρεται ’να ϐρεθεί συνάρτηση’ και όχι ’να ϐρεθεί η συνάρτηση’. ΄Οµως, υπάρχει σχετικό Θεώρηµα που
εγγυάται πως το πρόβληµα αρχικών τιµών έχει λύση και είναι µάλιστα µοναδική.

4Θυµηθείτε : ∫
f ′(x) dx = f(x) + x.
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Συνεπώς,

g′(x) · eg(x) = 2x− 1 .

Ακολούθως, παρατηρούµε ότι :

g′(x) · eg(x) =
(
eg(x)

)′
και άρα

g′(x) · eg(x) = 2x− 1 ⇔
(
eg(x)

)′
= 2x− 1

⇔
∫ (

eg(x)
)′

dx =

∫
(2x− 1) dx

⇔ eg(x) = x2 − x+ c.

Εφαρµόζουµε την αρχική συνθήκη g(1) = 0 :

eg(1) = 12 − 1 + c ⇔ e0 = c ⇔ c = 1.

Τότε
eg(x) = x2 − x+ 1, ∀x ∈ R

δηλαδή
g(x) = ln(x2 − x+ 1), ∀x ∈ R.

■

Εντοπίζω τις αρχικές συνθήκες
Οι αρχικές συνθήκες µπορεί να είναι κωδικοποιηµένες στα δεδοµένα του προβλήµατος.
Ας µην ξεχνάµε όµως ότι το πρόβληµα ϑα είναι ένα πρόβληµα αρχικών τιµών.
Θα πρέπει όµως να τις εντοπίζουµε :

• Αν µας αναφέρεται ότι το σηµείο (x0, y0) είναι τοπικό ακρότατο µιας παραγωγίσι-
µης συνάρτησης, τότε

f ′(x0) = 0.

Αυτό είναι το ίδιο µε το ότι στο σηµείο (x0, y0) της γραφικής παράστασης της f η εφαπτοµένη
είναι οριζόντια.
Εννοείται ϐέβαια ότι και f(x0) = y0.

• Αν µας δίνεται ότι η κλίση της εφαπτοµένης στο γράφηµα της συνάρτησης f στο ση-
µείο (x0, y0) είναι λ, τότε f ′(x0) = λ.
Εννοείται ϐέβαια ότι και f(x0) = y0.

΄Ασκηση 1
Να ϐρεθεί η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R για την οποία είναι f(1) = 4 και η οποία
ικανοποιεί για κάθε x ̸= 0 την εξίσωση

f ′(x) =
3 + f(x)

x
.

Απάντηση.

Για κάθε x ̸= 0,

f ′(x) =
3 + f(x)

x
⇔ xf ′(x) = 3 + f(x) ⇔ f ′(x)

3 + f(x)
=

1

x

⇔
∫

f ′(x)

3 + f(x)
dx =

∫
1

x
dx = ln |x|+ c1.
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Για το
∫

f ′(x)

3 + f(x)
dx, ϑεωρούµε την αντικατάσταση u(x) = f(x) + 3. Τότε du(x) = f ′(x) dx και το

ολοκλήρωµα γίνεται ∫
du

u
= ln |u|+ c2 = ln |f(x) + 3|+ c2.

΄Εχουµε τότε
ln |f(x) + 3| = ln |x|+ C.

Αλλά, f(1) = 4 και άρα η πιο πάνω δίνει

ln |f(1) + 3| = ln 1 + c ⇔ ln 7 = c.

΄Αρα,
ln |f(x) + 3| = ln |x|+ ln 7 = ln |7x|,

δηλαδή
f(x) + 3 = 7x,

δηλαδή
f(x) = 7x− 3, x ∈ R.

■

΄Ασκηση 2
Να ϐρεθεί η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → (0,+∞) για την οποία ισχύει ότι f(1) =

√
2

και

f ′(x) =
x3 + x

f(x)
, ∀x ∈ R.

Απάντηση.

f ′(x) =
x3 + x

f(x)
⇔ f ′(x) · f(x) = x3 + x

⇔
(
1

2
· f(x)

)′

= x3 + x

⇔
∫ (

1

2
· f2(x)

)′

dx =

∫
(x3 + x) dx

⇔ 1

2
· f2(x) =

1

4
x4 +

1

2
x2 + c

⇔ 2f2(x) = x4 + 2x2 + 4c.

Χρησιµοποιούµε την αρχική συνθήκη f(1) =
√
2 και παίρνουµε 4c = 1.

Συνεπώς,

f2(x) =
1

2
(x4 + 2x2 + 1) =

1

2
(x2 + 1)2, ∀x ∈ R

και αφού f(x) > 0, ∀x ∈ R,

f(x) =

√
2

2

√
(x2 + 1)2 =

√
2

2
(x2 + 1), ∀x ∈ R.

■
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