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¨∆ιὰ παντὸς τοῦ ϐίου τὰ ἐαυτοῦ δαπανῶν, τὰ µἐγιστα

πάντας τοὐς ϐουλοµἐνους ὠφέλει : ϐελτίους γὰρ

ποιῶν τοὺς συγγιγνοµένους ἀπέπεµπεν.¨

¨(Ο Σωκράτης) ξόδεψε καθ΄ όλη τη διάρκεια της Ϲωής του τους ϑησαυρούς

της δικής του σοφίας στο να ωφελέσει στο µέγιστο ϐαθµό όλους τους

επιθυµούντες, διότι αφού έκανε καλύτερους εκείνους οι οποίοι τον

συναναστρέφονταν, τους έδιωχνε.¨

Το πιο πάνω απόσπασµα από τα Αποµνηµονεύµατα του Ξενοφώντος, ϐρίσκεται στη δεύτερη σελίδα του

ϐιβλίου Αποµνηµονεύµατα του Dr B. Bolzano (Lebensbefchreibung des Dr. B. Bolzano)
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Μέρος Α

Α1.

Να ϐρείτε το ολοκλήρωµα:

∫ (
4x3 − ηµx+

1

x
− e

)
dx.

Απάντηση

∫ (
4x3 − ηµx+

1

x
− e

)
dx =

∫
4x3 dx+

∫
(−ηµx) dx+

∫
1

x
dx− e

∫
dx

=

∫
(x4)′ dx+

∫
(συνx)′ dx+

∫
1

x
dx− e

∫
x′ dx

= x4 + συνx+ ln |x| − ex+ c. ■

Α2.

Να υπολογίσετε το όριο lim
x→0

ln(1 + x)− x

ηµx
.

Απάντηση

Αφού lim
x→0

(ln(1 + x)− x) = ln(1+ 0)− 0 = ln 1 = 0 και lim
x→0

ηµx = ηµ0 = 0 λόγω συνέχειας των

εµπλεκόµενων συναρτήσεων, έχουµε ότι το όριο lim
x→0

ln(1 + x)− x

ηµx
είναι απροσδιόριστη µορφή τύπου

0/0. ΄Εχουµε

lim
x→0

(ln(1 + x)− x)′

(ηµx)′
= lim

x→0

1
1+x − 1

συνx
= lim

x→0

−x

(1 + x)συνx
=

0

(1 + 0)συν0

=
0

1
= 0 ∈ R.

Συνεπώς, από κανόνα του L’ Hopital,

lim
x→0

ln(1 + x)− x

ηµx
= lim

x→0

(ln(1 + x)− x)′

(ηµx)′
= 0.

■

Α3.
∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 − 4x+ 7, x ∈ [1, 3]. Να εξετάσετε κατά πόσο ικανοποιούνται οι

υποθέσεις του Θεωρήµατος του Rolle (για την f ). Αν ικανοποιούνται, να ϐρείτε την τιµή του ξ ∈ (1, 3),
για την οποία ισχύει f ′(ξ) = 0.

Απάντηση

Σηµείωση. Θα ήταν καλύτερο, στο δεύτερο σκέλος της ερώτησης, να αναφερόταν ’Στην περίπτωση που

ικανοποιούνται, να ϐρεθεί το ξ ∈ (1, 3) το οποίο ικανοποιεί το συµπέρασµά του’.

Η f είναι συνεχής στο διάστηµα [1, 3] και παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του, δηλαδή στο διάστηµα (1, 3)
(ως πολυωνυµική είναι παντού παραγωγίσιµη, άρα και παντού συνεχής). Επίσης, f(1) = 12 − 4 · 1 + 7 = 4
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και f(3) = 32 − 4 · 3 + 7 = 4, άρα f(1) = f(3).
Ικανοποιούνται λοιπόν οι υποθέσεις του Θεωρήµατος του Rolle για την f , συνεπώς

∃ ξ ∈ (1, 3) : f ′(ξ) = 0.

Είναι f ′(x) = 2x− 4 = 2(x− 2), ∀x ∈ [1, 3] και άρα

f ′(x) = 0 ⇔ x− 2 = 0 ⇔ x = 2 ∈ (1, 3).

΄Αρα έχουµε µόνο ένα ξ που ικανοποιεί το συµπέρασµα του Θεωρήµατος του Rolle για την f , το ξ = 2. ■

Α4.
Να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης

A = ηµ

(
τοξσυν

(
4

5

)
+ τοξσυν

(
12

13

))
.

Απάντηση

Θέτουµε θ = τοξσυν

(
4

5

)
και ϕ = τοξσυν

(
12

13

)
. Τότε,

A = ηµ(θ + ϕ) = ηµθσυνϕ+ συνθηµϕ.

Από τον ορισµό της y = τοξσυνx έχουµε συνθ =
4

5
.

Αφού x = 4
5 > 0, τότε θ ∈ (0, π/2) ⇒ ηµθ > 0. Τότε

συνθ =
4

5
⇒ συν

2θ =
16

25
⇒ 1− ηµ

2θ =
16

25
⇒ ηµθ =

√
1− 16

25
=

√
9

25
=

3

5
.

Εναλλακτικά, ϑεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο µε µιά από τις οξείες του γωνίες τη θ και τότε αφού συνθ =(προσκείµενη)

/ (υποτείνουσα), το Πυθαγόρειο Θεώρηµα δίνει ότι η απέναντι πλευρά της θ έχει µήκος 3 µονάδες. Συνεπώς,

ηµθ = 3
5 .

A B

Γ

5
3

4
θ

Επίσης, συνϕ =
12

13
. Αφού x = 12

13 > 0, τότε θ ∈ (0, π/2) ⇒ ηµθ > 0. Τότε

συνθ =
12

13
⇒ συν

2θ =
144

169
⇒ 1− ηµ

2θ =
144

169
⇒ ηµθ =

√
1− 144

169
=

√
25

169
=

5

13
.

΄Αρα,

A = ηµθσυνϕ+ συνθηµϕ =
3

5
· 12
13

+
4

5
· 5

13
=

56

65
.

Εναλλακτικά (εκτός σχολικής ύλης) χρησιµοποιούµε την ταυτότητα

τοξσυνx+ τοξσυνy = τοξσυν(xy −
√

1− x2 ·
√
1− y2).
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■

Α5.
∆ίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f : [1, 5] → R µε τύπο f(x) =

√
x− 1. Να ϐρείτε

την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f η οποία είναι παράλληλη

µε την ευθεία που περνά από τα σηµεία A(1, 0) και B(5, 2).

0

A(1, 0)

B(5, 2)

1 2 3 4 5 6

1

2

3

Απάντηση

Αρχικά ϑα ϐρούµε την κλίση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f η οποία είναι

παράλληλη µε την ευθεία που περνά από τα σηµεία A(1, 0) και B(5, 2). Αυτό ϑα γίνει µε τη ϐοήθεια του

Θεωρήµατος της µέσης τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού:

η f είναι συνεχής στο διάστηµα [1, 5] (ως σύνθεση συνεχών) και παραγωγίσιµη στο (1, 5) (ως σύνθεση

παραγωγίσιµων). Ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος της µέσης τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού:

∃ ξ ∈ (1, 5) : f ′(ξ) =
f(5)− f(1)

5− 1
=

√
4− 0

4
=

1

2
.

Αλλά,

f ′(x) = (
√
x− 1)′ =

(x− 1)′

2(x− 1)
=

1

2(x− 1)

και άρα

f ′(x) =
1

2
⇔ 1

2(x− 1)
=

1

2
⇔ x− 1 = 1 ⇔ x = 2.

Συνεπώς, η Ϲητούµενη εφαπτόµενη είναι στο σηµείο (2, f(2)) = (2, 1) και η κλίση λεφ. της είναι ίση µε 1/2.

Τότε, η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι y − f(2) = λεφ.(x − 2), δηλαδή η y − 1 = 1
2 (x − 2), δηλαδή η

y = x
2 . ■

Α6.
Να ϐρείτε την εξίσωση της έλλειψης η οποία έχει κέντρο την αρχή των αξόνων, το µεγάλο της άξονα

πάνω στον άξονα των τετµηµένων, εστιακή απόσταση ίση µε 4 µονάδες και η οποία διέρχεται από το

σηµείο P (2,
√
2).

Απάντηση

Αφού η έλλειψη περνά από την αρχή των αξόνων, ϑα έχει εξίσωση της µορφής

x2

a2
+

y2

β2
= 1

και αφού έχει το µεγάλο της άξονα πάνω στον άξονα των τετµηµένων, είναι a > β (και ϕυσικά β > 0).

΄Εστω E(γ, 0) και E′(−γ, 0) οι εστίες της έλλειψης. Αφού (EE′) = 4 ⇒ γ = 2.
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Τότε a2 = γ2 + β2 = 4 + β2.
΄Αρα, 

x2

a2 + y2

β2 = 1

P (2,
√
2)

a2 = 4 + β2

⇒ 4

4 + β2
+

2

β2
= 1 ⇒ β4 − 2β2 − 8 = 0

⇒ (β2 − 4)(β2 + 2) = 0 ⇒ β2 = 4.

Τότε a2 = γ2 + β2 = 4 + 4 = 8.
΄Ετσι, η εξίσωση της έλλειψης είναι η

x2

8
+

y2

4
= 1 .

2ος τρόπος (χρησιµοποιώντας τον ορισµό της έλλειψης)

΄Οπως και πρίν ϐρίσκουµε ότι a > β και γ = 2, δηλαδή οι εστίες της έλλειψης είναι οι E(2, 0) και E′(−2, 0).
Τώρα,

(PE′) + (PE) = 2a ⇔
√
(xE′ − xP )2 + (yE′ − yP )2 +

√
(xE − xP )2 + (yE − yP )2 = 2a

⇔
√
(−2− 2)2 + (0−

√
2)2 +

√
(2− 2)2 + (0−

√
2)2 = 2a

⇔
√
18 +

√
2 = 2a

⇔ 3
√
2 +

√
2 = 2a

⇔ 4
√
2 = 2a ⇔ a2 = 8.

Τότε a2 = γ2 + β2 = 4 + 4 = 8. ΄Ετσι, η εξίσωση της έλλειψης είναι η

x2

8
+

y2

4
= 1 .

P (2,
√
2)

E′(−2, 0) E(2, 0)

■
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Α7.
Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση που δίνεται, ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο, να υπολογίσετε το

ολοκλήρωµα: ∫
x2 + 3√
4− x2

dx, x = 2ηµθ, −π

2
< θ <

π

2
.

Απάντηση

Χρησιµοποιώ την αντικατάσταση που δίνεται :

x = 2ηµθ, −π

2
< θ <

π

2
⇔ τοξηµ

(x
2

)
= θ, x ∈ (−2, 2).

Τότε,

4− x2 = 4− 4ηµ
2θ = 4(1− ηµ

2θ) = 4συν
2θ

και

dx = 2συνθ dθ.

Τότε −π
2 < θ < π

2 ⇒ συνθ > 0 ⇒
√

συν2θ = |συνθ| = συνθ και∫
x2 + 3√
4− x2

dx =

∫
4ηµ2θ + 3√

4συν2θ
· 2συνθ dθ =

∫
4ηµ2θ + 3

2συνθ
· 2συνθ dθ

=

∫
(4ηµ

2θ + 3) dθ = 4

∫
ηµ

2θ dθ + 3

∫
dθ

= 4

∫
ηµ

2θ dθ + 3θ.

Είναι ∫
ηµ

2θ dθ =

∫
1− συν(2θ)

2
dθ =

1

2

(∫
dθ −

∫
συν(2θ) dθ

)
=

1

2

(
θ − 1

2
ηµ(2θ)

)
+ c =

θ

2
− 1

4
ηµ(2θ) + c

και έτσι

4

∫
ηµ

2θ dθ + 3θ = 4

(
θ

2
− 1

4
ηµ(2θ)

)
+ 3θ + c

= 5θ − ηµ(2θ) + c

= 5θ − 2ηµθσυνθ + c

= 5θ − 2ηµθ
√

1− ηµ2θ + c

= 5τοξηµ

(x
2

)
− x

√
1− x2

4
+ c

= 5τοξηµ

(x
2

)
− x

√
4− x2

4
+ c

= 5τοξηµ

(x
2

)
− x

2

√
4− x2 + c.

■

Α8.
Να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού που παράγεται από την πλήρη περιστροφή του χωρίου που

περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων y = ex και y = lnx και τις ευθείες

x = 1 και x = e γύρω από τον άξονα των x.
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Απάντηση

Ξέρουµε ότι ex > lnx, ∀x > 0. ΄Εχουµε:

V = π

∫ e

1

[(ex)2 − (lnx)2] dx = π

∫ e

1

[e2x − (lnx)2] dx.

Είναι ∫
e2x dx =

1

2
e2x + c

και (δύο ϕορές ολοκλήρωση κατά παράγοντες)∫
(lnx)2 dx =

∫
x′ · (lnx)2 dx

= x · (lnx)2 −
∫

x · [(lnx)2] dx

= x · (lnx)2 −
∫

x · 2 lnx · 1
x
dx

= x · (lnx)2 − 2

∫
lnx dx

= x · (lnx)2 − 2

∫
x′ · lnx dx

= x · (lnx)2 − 2

[
x · lnx−

∫
x · (lnx)′ dx

]
= x · (lnx)2 − 2

[
x · lnx−

∫
x · 1

x
dx

]
= x · (lnx)2 − 2

[
x · lnx−

∫
dx

]
= x · (lnx)2 − 2x · lnx+ 2x+ c.

΄Αρα,

V = π

∫ e

1

[
1

2
e2x − x · (lnx)2 + 2x · lnx− 2x

]
dx

= π

[(
1

2
e2e − e · (ln e)2 + 2e · ln e− 2e

)
−
(
1

2
e2 − 1 · (ln 1)2 + 2 · 1 · ln 1− 2 · 1

)]
ln e=1

ln 1=0
= π

[
1

2
e2e − 1

2
e2 − e+ 2

]
κ.µ..

■

Α9.

∆ίνεται η συνάρτηση g(x) =
8

x2 + 4
, x ∈ R.

(i) Να µελετήσετε τη συνάρτηση ως προς την κυρτότητα και την ύπαρξη σηµείων καµπής.

(ii) Να αποδείξετε ότι :

∀a, β ∈

(
−2

√
3

3
,
2
√
3

3

)
µε a < β ⇒ a(β2 + 4)2 < β(a2 + 4)2.

Απάντηση

[Β΄ Σειρά] 8
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(i) Η συνάρτηση είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη. ΄Εχουµε για κάθε x ∈ R :

g′(x) =

(
8

x2 + 4

)′

= −8(x2 + 4)′

(x2 + 4)2

= − 8(2x)

(x2 + 4)2
= − 16x

(x2 + 4)2

⇒ g′′(x) = − (16x)′ · (x2 + 4)2 − 16x · [(x2 + 4)2]′

(x2 + 4)4

= −16 · (x2 + 4)2 − 16x · 2 · (2x) · (x2 + 4)

(x2 + 4)4

= −16(x2 + 4)(x2 + 4− 4x2)

(x2 + 4)4

= − 4− 3x2

(x2 + 4)3
= 16

3x2 − 4

(x2 + 4)3
.

Είναι

g′′(x) = 0 ⇔ 3x2 − 4 = 0 ⇔ x = ±2
√
3

3
.

Κάνοντας τον πίνακα µεταβολών της g′′ ϐρίσκουµε ότι g′′(x) > 0 στα διαστήµατα

(
−∞,− 2

√
3

3

)
και(

2
√
3

3 ,+∞
)
, άρα κυρτή στα διαστήµατα αυτά και g′′(x) < 0 στα διάστηµα

(
− 2

√
3

3 , 2
√
3

3

)
, άρα κοίλη

στο διάστηµα αυτό.

(ii) ΄Εστω τυχόντα a, β ∈
(
− 2

√
3

3 , 2
√
3

3

)
µε a < β.

Τότε, αφού η g είναι κοίλη στο διάστηµα

(
− 2

√
3

3 , 2
√
3

3

)
, είναι κοίλη και στο διάστηµα (a, β) και συνεπώς,

η g′ είναι γνησίως ϕθίνουσα στο διάστηµα αυτό. ΄Ετσι,

a < β ⇒ g′(a) > g′(β) ⇒ − 16a

(a2 + 4)2
> − 16β

(β2 + 4)2

⇒ a

(a2 + 4)2
<

β

(β2 + 4)2

⇒ a(β2 + 4)2 < β(a2 + 4)2.

■

Α10.
∆ίνεται η (συνεχής) συνάρτηση f : R → R, για την οποία ισχύει ότι

f(x) = ex +

∫ 1

0

xf(x) dx, ∀x ∈ R.

Να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f.

Απάντηση

Είναι

f(x) = ex +

∫ 1

0

xf(x) dx, ∀x ∈ R ⇔
∫ 1

0

xf(x) dx = f(x)− ex, ∀x ∈ R.

9 [Β΄ Σειρά]
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΄Εχουµε για κάθε x ∈ R,

f(x) = ex +

∫ 1

0

xf(x) dx = ex +

∫ 1

0

x

(
ex +

∫ 1

0

xf(x) dx

)
dx

= ex +

∫ 1

0

xex dx+

∫ 1

0

x ·
(∫ 1

0

xf(x) dx

)
dx.

΄Οµως, το

∫ 1

0

xf(x) dx είναι πραγµατικός αριθµός και άρα µπορεί να ϐγεί έξω από το τελευταίο ολοκλήρωµα:

f(x) = ex +

∫ 1

0

xex dx+

(∫ 1

0

xf(x) dx

)
·
∫ 1

0

x dx

= ex +

∫ 1

0

xex dx+ (f(x)− ex) ·
∫ 1

0

x dx.

΄Εχουµε: ∫ 1

0

x dx =

[
x2

2

]1
0

=
1

2

και (ολοκλήρωση κατά παράγοντες)∫ 1

0

xex dx =

∫ 1

0

x(ex)′ dx

= [xex]
1
0 −

∫
x′ex dx

= e−
∫ 1

0

ex dx = e− [ex]
1
0

= e− (e− 1) = 1.

Συνεπώς, για κάθε x ∈ R,

f(x) = ex + 1 + (f(x)− ex) · 1
2

= ex + 1 +
1

2
· f(x)− 1

2
· ex

⇒ f(x)− 1

2
· f(x) =

1

2
· ex + 1

⇒ 1

2
· f(x) =

1

2
· ex + 1

⇒ f(x) = ex + 2, x ∈ R .

■

-ΤΕΛΟΣ Α ΜΕΡΟΥΣ-
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Μέρος Β

Β1.

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) =
3x− 6

x2 + 6x
.

Αφού ϐρείτε το πεδίο ορισµού, τα σηµεία τοµής µε τους άξονες των συντεταγµένων, τα δια-

στήµατα µονοτονίας, τα τοπικά ακρότατα και τις ασύµπτωτες της γραφικής της παράστασης, να την

παραστήσετε γραφικά.

Απάντηση

f(x) =
3x− 6

x2 + 6x
= 3

x− 2

x(x+ 6)
.

Πεδίο ορισµού
Η f είναι ϱητή συνάρτηση. ΄Αρα, D(f) = R− {x(x+ 6) = 0} = R− {−6, 0}.

Σηµεία τοµής µε τους άξονες των συντεταγµένων
f(x) = 0 ⇔ x − 2 = 0 ⇔ x = 2 και αφού 0 ̸∈ D(f), το µοναδικό σηµείο τοµής µε τους άξονες των

συντεταγµένων είναι το (2, 0).

∆ιαστήµατα µονοτονίας και τοπικά ακρότατα
Η f είναι παραγωγίσιµη µε

f ′(x) = 3

(
x− 2

x2 + 6x

)′

= 3
(x− 2)′(x2 + 6x)− (x− 2)(x2 + 6x)′

(x2 + 6x)2

= 3
x2 + 6x− (x− 2)(2x+ 6)

x2(x+ 6)2
= 3

x2 + 6x− (2x2 + 2x− 12)

x2(x+ 6)2

= 3
x2 + 6x− 2x2 − 2x+ 12

x2(x+ 6)2
= 3

−x2 + 4x+ 12

x2(x+ 6)2

= −3
x2 − 4x− 12

x2(x+ 6)2
= −3

(x− 6)(x+ 2)

x2(x+ 6)2
.

΄Αρα, f ′(x) = 0 ⇔ (x− 6)(x+ 2) ⇔ x = −2, 6.
Κάνοντας τον πίνακα µεταβολών της f ′ έχουµε

∀x ∈ (−∞,−6), f ′(x) < 0 ⇒ f γνησίως ϕθίνουσα,

∀x ∈ (−6,−2), f ′(x) < 0 ⇒ f γνησίως ϕθίνουσα,

∀x ∈ (6, 0), f ′(x) > 0 ⇒ f γνησίως αύξουσα,

∀x ∈ (0, 6), f ′(x) > 0 ⇒ f γνησίως αύξουσα,

∀x ∈ (6,+∞), f ′(x) < 0 ⇒ f γνησίως ϕθίνουσα.

Συνεπώς, στο σηµείο (−2, f(−2)) =
(
−2, 3

2

)
η γραφική παράσταση της f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο

και στο σηµείο (6, f(6)) =
(
6, 1

6

)
η γραφική παράσταση της f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο.

Εύρεση ασύµπτωτων
Είναι D(f) = (−∞,−6) ∪ (−6, 0) ∪ (0,+∞).
Ελέγχουµε την (ασυµπτωτική) συµπεριφορά της γραφικής παράστασης της f στα άκρα του πεδίου ορισµού

της:

lim
x→±∞

f(x) = 3 lim
x→±∞

x− 2

x2 + 6x
= 3 lim

x→±∞

x

x2
= 3 lim

x→±∞

1

x
= 0

και άρα ο άξονας των τετµηµένων είναι οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο ±∞.
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Τώρα,

lim
x→−6−

f(x) = 3 lim
x→−6−

1

x+ 6
· x− 2

x
.

Είναι x < −6 ⇒ x+ 6 < − ⇒ lim
x→−6−

1

x+ 6
= −∞ και επίσης lim

x→−6−

x− 2

x
=

−6− 2

−6
=

4

3
. ΄Αρα,

lim
x→−6−

1

x+ 6
· x− 2

x
= −∞,

συνεπώς, η ευθεία µε εξίσωση x = −6 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f
από τα αριστερά.
Εντελώς όµοια ϐρίσκουµε ότι lim

x→−6+
f(x) = +∞ και άρα η ευθεία µε εξίσωση x = −6 είναι κατα-

κόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f από τα δεξιά, lim
x→0−

f(x) = +∞ και άρα ο άξο-

νας των τεταγµένων είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f από τα αριστερά και

lim
x→0+

f(x) = −∞ και άρα ο άξονας των τεταγµένων είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής πα-

ράστασης της f από τα δεξιά.

Είµαστε έτοιµοι να αναπαραστήσουµε γραφικά την f (χωρίς να έχει γίνει µελέτη κυρτότητας και ύπαρξης

σηµείων καµπής, αφού δε µας Ϲητήθηκαν).

x

y

x = −6

0

Τ.Ε.
(
−2, 3

2

)
Τ.Μ. (6, 1/6)

f(x) =
3x− 6

x2 + 6x

■
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Β2.
∆ίνεται η παραβολή µε εξίσωση y2 = 4x και σηµείο της T (t2, 2t), t ̸= 0.

(α) Αν η κάθετη της παραβολής στο σηµείο T τέµνει τον άξονά της στο σηµείο A, να ϐρείτε,

σε καρτεσιανή µορφή, την εξίσωση της καµπύλης στην οποία ανήκει ο γεωµετρικός τόπος του

σηµείου N , έτσι ώστε το τετράπλευρο TOAN να είναι παραλληλόγραµµο.

(β) Αν η καµπύλη στην οποία ανήκει ο γεωµετρικός τόπος του σηµείου N είναι η παραβολή

(µε εξίσωση) y2 = 2x− 4, να ϐρείτε την ελάχιστη απόσταση του σηµείου (4, 0) από αυτή.

Απάντηση

(α) Κατασκευάζω σχήµα µε τα δεδοµένα:

x

y

y2 = 4x

O

T (t2, 2t)

A(xA, 0)E(1, 0)

N(xN , yN )

Αφού το τετράπλευρο TOAN είναι παραλληλόγραµµο῾ έχουµε ότι yN = yT = 2t ⇒ t =
1

2
yN .

(αυτό διότι ϑα γίνει απαλοιφή της παραµέτρου t)
΄Αρα, N(xN , 2t).
Βρίσκω την κλίση της εφαπτοµένης της παραβολής στο σηµείο T :

y2 = 4x ⇒ 2yy′ = 4 ⇒ y′ =
2

y
(y ̸= 0) ⇒ λεφ. =

2

yT
=

1

t
.

Συνεπώς, λκάθ. = − 1

λεφ.

= −t.

Βρίσκω την εξίσωση της καθέτου της παραβολής στο σηµείο T :
(κάθ.) : y − yT = λκάθ.(x− xT ) ⇔ y − 2t = −t(x− t2) ⇔ y + tx = 2t+ t3.
Θέτω y = 0 στην πιο πάνω εξίσωση και ϐρίσκω την τετµηµένη του σηµείου A : xA = 2 + t2.
΄Αρα, A(2 + t2, 0).
Ακολούθως, ϑα συνδέσω την τετµηµένη xT του σηµείου T µε την τεταγµένη αυτού. Αυτό ϑα γίνει παίρνοντας
τις κλίσεις των παράλληλων ευθυγράµµων τµηµάτων OT και AN :

λOT = λAN ⇔ yT
xT

=
yN − yA
xN − xA

⇔ 2t

t2
=

2t

xN − 2− t2

⇔ xN − 2− t2 = t2 ⇔ xN − 2 = 2t2

t= 1
2yN⇔ y2N = 2xN − 4.

Η καρτεσιανή εξίσωση του γεωµετρικού τόπου του σηµείου N είναι η

y2 = 2x− 4 = 2(x− 2)
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η οποία είναι παραβολή µε κορυφή το σηµείο (2, 0).

(β) ΄Εστω P (x, y) σηµείο στην παραβολή µε εξίσωση y2 = 2x− 4. Τότε P
(

y2+4
2 , y

)
.

Τότε, η συνάρτηση της απόστασης του P από το B(4, 0) είναι√(
y2

2
+ 2− 4

)2

+ y2 =
1

2

√
y4 − 4y2 + 16.

Για να ϐρούµε την ελάχιστη απόσταση µπορούµε να πάρουµε το τετράγωνο της απόστασης. Θεωρούµε

λοιπόν τη συνάρτηση d µε τύπο

d(y) =
1

4
(y4 − 4y2 + 16).

Είναι

d′(y) =
1

4
(4y3 − 8y) = y(y2 − 2).

΄Αρα

d′(y) = 0 ⇔ y = 0, ±
√
2.

Για y = 0 το αντίστοιχο σηµείο είναι η κορυφή της παραβολής.

Κάνοντας τον πίνακα µεταβολών της d′, έχουµε ότι η d παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στα σηµεία

(−
√
2, d(−

√
2)) = (−

√
2, 3) και (

√
2, d(−

√
2)) = (

√
2, 3).

Αντικαθιστώντας y = ±
√
2 στην εξίσωση της παραβολής ϐρίσκουµε x = 3.

Συνεπώς, τα σηµεία (3,
√
2) και (3,−

√
2) της παραβολής έχουν την ελάχιστη απόσταση από το σηµείο

B(4, 0), η οποία απόσταση είναι ίση µε

d(
√
2) =

1

2

√
4− 8 + 16 =

√
3.

■

Β3.
Ας υποθέσουµε ότι 10 µαθητές και µαθήτριες προσέρχονται σε δυο αίθουσες εξετάσεων, την

αίθουσα Α µε χωρητικότητα 8 µονοθέσιων ϑρανίων και την αίθουσα Β µε χωρητικότητα 6 µονοθέσιων

ϑρανίων.

(α) Με πόσους τρόπους µπορεί να γίνει η τοποθέτηση των µαθητών και µαθητριών στις δυο

αίθουσες;

(β) Αν υποθέσουµε ότι από τους 10 εξεταζόµενους, 6 είναι κορίτσια και 4 είναι αγόρια, να

υπολογίσετε το πλήθος των τοποθετήσεων, αν όλα τα κορίτσια πρέπει να ϐρίσκονται στην αίθουσα Α

και όλα τα αγόρια στην αίθουσα Β.

(γ) Αν υποθέσουµε ότι από τους 10 εξεταζόµενους, 6 είναι κορίτσια και 4 είναι αγόρια, να

υπολογίσετε το πλήθος των τοποθετήσεων, αν όλα τα αγόρια πρέπει να ϐρίσκονται στην ίδια αίθουσα.

Απάντηση

(α) Στο ερώτηµα αυτό, ϑεωρούµε ότι τα δέκα άτοµα είναι απλά 10 (διακεκριµένα) άτοµα, δηλαδή δε µας

ενδιαφέρει το ϕύλο τους.

Τώρα, όλα τα δυνατά (διατεταγµένα) Ϲεύγη (i, j) για τα οποία i+j = 10 και µε τους περιορισµούς 0 ≤ j ≤ 8
και 1 ≤ i ≤ 6 είναι τα :

(8, 2), (7, 3), (6, 4), (5, 5), (4, 6).

Με άλλα λόγια, έχουµε (σύµφωνα µε τους περιορισµούς του προβλήµατος) 5 περιπτώσεις :
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// Παγκύπριες Εξετάσεις 2021

Περίπτωση 1: 8 µαθητές στην αίθουσα Α και (οι υπόλοιποι) 2 στην αίθουσα Β⇒
(
10
8

)(
2
2

)
=
(
10
8

)
= 45

τρόποι (πολλαπλασιαστική αρχή),

Περίπτωση 2: 7 µαθητές στην αίθουσα Α και (οι υπόλοιποι) 7 στην αίθουσα Β⇒
(
10
7

)(
3
3

)
=
(
10
7

)
= 120

τρόποι (πολλαπλασιαστική αρχή),

Περίπτωση 3: 6 µαθητές στην αίθουσα Α και (οι υπόλοιποι) 4 στην αίθουσα Β⇒
(
10
6

)(
4
4

)
=
(
10
6

)
= 210

τρόποι (πολλαπλασιαστική αρχή),

Περίπτωση 4: 5 µαθητές στην αίθουσα Α και (οι υπόλοιποι) 5 στην αίθουσα Β⇒
(
10
5

)(
5
5

)
=
(
10
5

)
= 252

τρόποι (πολλαπλασιαστική αρχή),

Περίπτωση 5: 4 µαθητές στην αίθουσα Α και (οι υπόλοιποι) 6 στην αίθουσα Β⇒
(
10
4

)(
6
6

)
=
(
10
4

)
=
(

10
10−6

)
=(

10
6

)
= 210 τρόποι (πολλαπλασιαστική αρχή)2.

Σύµφωνα λοιπόν µε την αρχή του αθροίσµατος, υπάρχουν 45 + 120 + 210 + 252 + 210 = 837 πιθανοί

τρόποι τοποθέτησης.

(β) Εδώ έχουµε και περιορισµούς στο ϕύλο (υπο την έννοια των πιθανών τοποθετήσεων ϕυσικά !): 6 κο-

ϱίτσια, 4 αγόρια.

Παρ΄ όλα αυτά, υπάρχει ένας τρόπος (µόνο) για την εν λόγω τοποθέτηση: όλα τα (6) κορίτσια στην αίθουσα

Α και όλα τα (4) αγόρια στην αίθουσα Β.

(γ) 6 κορίτσια, 4 αγόρια, όπως στο προηγούµενο ερώτηµα.

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις : είτε όλα τα αγόρια πάνε στην αίθουσα Α είτε όλα στην αίθουσα Β.

Περίπτωση 1: όλα τα αγόρια πάνε στην αίθουσα Α. Τότε δουλεύοντας όπως και στα προηγούµενα, έχουµε(
6

4

)
+

(
6

3

)
+

(
6

2

)
+

(
6

1

)
+ 1 = 15 + 20 + 15 + 6 + 1 = 57

τρόπους.

Περίπτωση 2: όλα τα αγόρια πάνε στην αίθουσα Β. Τότε δουλεύοντας όπως και στα προηγούµενα, έχουµε

1 +

(
6

5

)
+

(
6

4

)
= 1 + 6 + 15 = 22

τρόπους.

Σύµφωνα λοιπόν µε την αρχή του αθροίσµατος, υπάρχουν 57 + 22 = 79 πιθανοί τρόποι τοποθέτησης. ■

Β4.
(α) Να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : R → (0,+∞) όταν για κάθε x ∈ R ισχύει :

(x2 − x+ 1)f ′(x) = (2x− 1)f(x) και η εφαπτοµένη στο γράφηµα της συνάρτησης f στο σηµείο

(2, f(2)) έχει κλίση ίση µε 18.

(β) Να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : R → R αν ισχύει ότι : f ′(x) + f(x) = 2 για

κάθε x ∈ R και ότι f(1) = e.

Απάντηση

(α) Πρόκειται για ένα πρόβληµα αρχικών τιµών.

Μεταφράζω (προσεκτικά) τα δεδοµένα της άσκησης:
Μας δίνεται ότι το σύνολο τιµών της f είναι το διάστηµα (0,+∞). Αυτό σηµαίνει ότι f(x) > 0, ∀x ∈ R.

2Ας µη ξεχνάµε τον τύπο

(n
k

)
=

( n

n− k

)
(k ≤ n) ο οποίος είναι και εντός σχολικής ύλης!
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Η εφαπτοµένη στο γράφηµα της συνάρτησης f στο σηµείο (2, f(2)) έχει κλίση ίση µε 18 ⇒ f ′(2) = 18.
Βρίσκω τώρα την τιµή f(2) :

(x2 − x+ 1)f ′(x) = (2x− 1)f(x)

f ′(2) = 18

x = 2

⇒ (22 − 2 + 1) f ′(2)︸ ︷︷ ︸
=18

= (2 · 2− 1)f(2)

⇒ f(2) = 18.

Τώρα αφού x2−x+1 ̸= 0, ∀x ∈ R (αφού έχει αρνητική διακρίνουσα και ϑετικό συντελεστή µεγιστοβάθµιου

όρου) και f(x) ̸= 0, ∀x ∈ R, έχουµε ∀x ∈ R

(x2 − x+ 1)f ′(x) = (2x− 1)f(x) ⇔ f ′(x)

f(x)
=

2x− 1

x2 − x+ 1

µε την αρχική συνθήκη f(2) = 18.
Τώρα πλέον το πρόβληµα έχει αποκαλυφθεί µπροστά στα µάτια µας και ϕυσικά εµείς παίρνουµε ϐραβείο

εφευρετικότητας3: ολοκληρώνουµε και τα δύο µέλη:

f ′(x)

f(x)
=

2x− 1

x2 − x+ 1
⇒

∫
f ′(x)

f(x)
dx =

∫
2x− 1

x2 − x+ 1
dx

⇒ ln |f(x)| =
∫

(x2 − x+ 1)′

x2 − x+ 1
dx

⇒ ln |f(x)| = ln |x2 − x+ 1|+ c

⇒ ln f(x) = ln(x2 − x+ 1) + c.

Αντικαθιστούµε την αρχική συνθήκη f(2) = 18 :

ln f(2) = ln(22 − 2 + 1) + c ⇒ ln 18 = ln 3 + c

⇒ ln 18− ln 3 = c

⇒ c− ln

(
18

3

)
= ln 6.

΄Αρα,

ln f(x) = ln(x2 − x+ 1) + ln 6 = ln[6(x2 − x+ 1)],

δηλαδή (αφού η λογαριθµική συνάρτηση είναι 1-1)

f(x) = 6(x2 − x+ 1), ∀x ∈ R .

3Σηµείωση: είναι µια απλή διαφορική εξίσωση πρώτου ϐαθµού χωριζοµένων µεταβλητών. Σίγουρα όµως για έναν µαθητή Λυκείου,

ένα τέτοιο πρόβληµα µπορεί να είναι δύσκολο.
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(β) Ακόµη ένα πρόβληµα αρχικών τιµών.4

f ′(x) + f(x) = 2 ⇒ exf ′(x) + exf(x) = 2ex

⇒ exf ′(x) + (ex)′f(x) = 2ex

⇒ (exf(x))′ = 2ex

⇒
∫

(exf(x))′ dx = 2

∫
ex dx

⇒ exf(x) = 2ex + c

(ex > 0, ∀x ∈ R) ⇒ f(x) = 2 + ce−x.

Αντικαθιστούµε την αρχική συνθήκη f(1) = e :

e = 2 + ce−1 ⇒ c = e2 − 2e.

΄Αρα,

f(x) = 2 + (e2 − 2e)e−x, ∀x ∈ R .

■

Β5.
Η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής.

(α) Να δείξετε ότι :

∫ π
2

0

f(ηµx)− f(συνx)

1 + ηµ2x
dx = 0.

(β) Να δείξετε ότι :

∫ π
2

0

eηµx

1 + ηµ2x
dx =

∫ π
2

0

eσυνx

1 + ηµ2x
dx.

Απάντηση

(α) Θεωρούµε την αντικατάσταση u = π
2 − x.

Τότε x = π
2 − u και x = 0 ⇒ u = π

2 , x = π
2 ⇒ u = 0 και dx = −du.

Εκτελώ τις αντικαταστάσεις δικαιολογώντας τα διάφορα βήµατα:
ηµx = ηµ

(
π
2 − u

)
= συνu, αφού u ∈

[
0, π

2

]
⇒ 0 ≤ π

2 − u ≤ π
2

και οµοίως, συνx = συν
(
π
2 − u

)
= ηµu.

Τέλος, αφού u ∈
[
0, π

2

]
⇔ 0 ≤ π − 2u ≤ π,

ηµ2x = ηµ

[
2
(π
2
− u
)]

= ηµ(π − 2u) = ηµ2u.

4Για τη λύση που ακολουθεί δε χρειάστηκε οποιαδήποτε Θεία παρέµβαση: είναι µια γραµµική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης. Η

συνάρτηση g(x) = ex είναι ο ολοκληρωτικός παράγοντας.
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Προχωράµε στην αλλαγή µεταβλητής (αντικατάσταση) στο πιο πάνω ορισµένο ολοκλήρωµα:∫ π
2

0

f(ηµx)− f(συνx)

1 + ηµ2x
dx = −

∫ 0

π
2

f(συνu)− f(ηµu)

1 + ηµ2u
du

=

∫ π
2

0

f(συνu)− f(ηµu)

1 + ηµ2u
du

≡
∫ π

2

0

f(συνx)− f(ηµx)

1 + ηµ2x
dx

= −
∫ π

2

0

f(ηµx)− f(συνx)

1 + ηµ2x
dx

και άρα

2

∫ π
2

0

f(ηµx)− f(συνx)

1 + ηµ2x
dx = 0,

δηλαδή ∫ π
2

0

f(ηµx)− f(συνx)

1 + ηµ2x
dx = 0.

(β) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = ex.
Τότε, από το προηγούµενο ερώτηµα έχουµε∫ π

2

0

eηµx − eσυνx

1 + ηµ2x
dx = 0 ⇒

∫ π
2

0

(
eηµx

1 + ηµ2x
− eσυνx

1 + ηµ2x

)
dx = 0

⇒
∫ π

2

0

eηµx

1 + ηµ2x
dx−

∫ π
2

0

eσυνx

1 + ηµ2x
dx = 0

⇒
∫ π

2

0

eηµx

1 + ηµ2x
dx =

∫ π
2

0

eσυνx

1 + ηµ2x
dx.

■

-ΤΕΛΟΣ Β ΜΕΡΟΥΣ-

[Β΄ Σειρά] 18


