
ΠΑΓΚΥΠΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2022
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ (037)

-ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ-

’Τοῖς ἐγρηγορόσιν ἕνα καὶ κοινὸν κόσµον εἶναι,
τῶν δὲ κοιµωµένων ἕκαστον εἰς ἴδιον ἀποστρέφεσθαι.1’

- Ηράκλειτος

Επιµέλεια: Γιάννης Ιωακείµ/∆ιορίσιµος εκπαιδευτικός
Αρχείο: https://ioakimioannis.com/pagypries/

1 ’Γι΄ αυτούς που είναι ξύπνιοι, ο κόσµος είναι ο ίδιος και κοινός,
ενώ γι’ αυτούς που κοιµούνται καθένας τους στρέφεται στο δικό του κόσµο.’



Κύριος σκοπός των πιο κάτω (προτεινόµενων) λύσεων για την εξέταση του µαθήµατος ΜΑΘΗ-
ΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ (037) είναι να προσφέρει κατευθύνσεις στον υποψήφιο µαθητή του πως
αναµένεται να απαντήσεις στις ερωτήσεις µε τρόπο ώστε να αναδεικνύεται στο µέγιστο ϐαθµό στις
επιδιώξεις του νέου αναλυτικού προγράµµατος.

΄Ενας καλός τρόπος µελέτης είναι ο µαθητής να ϐάζει ϐαθµό δυσκολίας σε κάθε άσκηση που
λύνει (από προηγούµενες εξετάσεις), π.χ. από 0 (εύκολη) µέχρι 5 (δύσκολο), έτσι ώστε να γνωρίζει
πού συνάντησε δυσκολία και να χρειαστεί περισσότερη µελέτη.
Προς τούτο έχουν προστεθεί ενδεικτικοί ϐαθµοί δυσκολίας στις ερωτήσεις (0-εύκολη εως 5-δύσκολη)
λαµβάνοντας υπόψιν διάφορους παράγοντες (λ.χ. χρόνος επίλυσης, χρήση γνώσεων από άλλες τάξεις,
αν το ϑέµα συνδύαζε διάφορα αντικείµενα της Θεωρίας κτλ.) και τα σχήµατα -όπου απαιτείται να
γίνουν- έχουν γίνει όπως ϑα ’έπρεπε’/’αναµενόταν’ ενας υποψήφιος να τα κάνει.

Επιπρόσθετα προστέθηκαν, όπου έχει κριθεί αναγκαίο, σχόλια στα ϑέµατα και εναλλακτικοί τρόποι
επίλυσης.

Ενδεικτικοί ϐαθµοί δυσκολίας:
Μέρος Α
Α1. 2.5/5, Α2. 2/5, Α3. 3.5/5, Α4. 2/5, Α5. 2.5/5, Α6. 3.5/5, Α7. 2.5/5,
Α8. 4/5, Α9. 3.5/5, Α10. 3/5

Μέρος Β
Β1. 3/5, Β2. 2.5/5, Β3. 2.75/5, Β4. 3.75/5, Β5. 3.25/5



Μέρος Α

Α1. Να ϐρείτεαʹ τα ολοκληρώµατα:

α)
∫ (

e2x + 4x− x2 + 2

x2 + 1

)
dx

ϐ)
∫ (

εφ5x+ εφ7x
)
dx, x ∈

(
−π

2
,
π

2

)
.

αʹΕννοεί να υπολογίσετε.

Απάντηση

α) ∫ (
e2x + 4x− x2 + 2

x2 + 1

)
dx =

∫
e2x dx+

∫
4x dx−

∫
x2 + 2

x2 + 1
dx

=
1

2
e2x + 2x2 −

∫
(x2 + 1) + 1

x2 + 1
dx

=
1

2
e2x + 2x2 −

∫
x2 + 1

x2 + 1
dx−

∫
1

x2 + 1
dx

=
1

2
e2x + 2x2 − x− τοξεφx+ c.

ϐ)

∫ (
εφ5x+ εφ7x

)
dx =

∫
εφ5x(1 + εφ2x) dx

=

∫
εφ5x · sec2 x dx

=

∫
εφ5x · (εφx)′ dx =

∫
εφ5x d(εφx)

=
εφ6x

6
+ c.

Α2. α) Να διατυπώσετε το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού.

ϐ) ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = lnx. Να αποδείξετε ότι για την f ισχύουν
οι υποθέσεις του Θεωρήµατος Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού στο διάστηµα [1, e] και
να υπολογίσετε τιµή στο διάστηµα (1, e) η οποία ικανοποιεί το συµπέρασµα του Θεωρήµατος.

Απάντηση

α) Θεώρηµα της Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού:
΄Εστω συνάρτηση f συνεχής στο διάστηµα [a, β] (a < β) και παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του,
δηλαδή στο διάστηµα (a, β). Τότε, υπάρχει ξ ∈ (a, β) τέτοιο ώστε

f ′(ξ) =
f(β)− f(a)

β − a
.
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ϐ) Η f είναι συνεχής στο διάστηµα [1, e] (γνωστό από τη Θεωρία) και παραγωγίσιµη στο εσωτερικό
του, δηλαδή στο διάστηµα (1, e) (γνωστό από τη Θεωρία).
Πληρούνται λοιπόν οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος της Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού
για την f στο διάστηµα [1, e], άρα, υπάρχει ξ ∈ (1, e) τέτοιο ώστε

f ′(ξ) =
f(e)− f(1)

e− 1
=

ln e− ln 1

e− 1
=

1

e− 1
.

Θα ϐρούµε τις τιµές του x στο διάστηµα (1, e) για τις οποίες f ′(x) = 1
e−1 .

Είναι
f ′(x) =

1

x
, ∀x > 0

και άρα

f ′(x) =
1

e− 1
⇔ 1

x
=

1

e− 1
⇔ x = e− 1.

΄Αρα, υπάρχει µόνο ένα ξ ∈ (1, e) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 1
e−1 , το ξ = e− 1 .

Α3. Πενταµελής επιτροπή ϑα σχηµατιστεί από µια οµάδα µαθητών η οποία αποτελείται
από 5 κορίτσια και 7 αγόρια. Με πόσους διαφορετικούς τρόπους µπορεί να σχηµατιστεί η
επιτροπή αν:
α) Η επιτροπή περιλαµβάνει 2 κορίτσια και 3 αγόρια.

ϐ) ∆υο συγκεκριµένα αγόρια της οµάδας, ο Α και ο Β, αρνούνται να τοποθετηθούν
ταυτόχρονα στην επιτροπή.

Απάντηση

α) Επιλέγω 2 από τα 5 κορίτσια : υπάρχουν
(
5
2

)
= 5!

3!2! = 10 τρόποι και επιλέγω 3 από τα 7 αγόρια :
υπάρχουν

(
7
3

)
= 7!

4!3! = 35 τρόποι. Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή, υπάρχουν 10 ·35 = 350
τρόποι.

ϐ) Εδώ, παρόλο που µπορεί να ϕανεί το ανίθετο, στην επιλογή των µαθητών δεν παίζει ϱόλο το
ϕύλο των µαθητών: έχουµε 12 µαθητές στο σύνολο.

Περίπτωση 1: Ο Α δεν είναι στην επιτροπή:
Αφού έχει επιλεγεί ο ένας (από τους 5), επιλέγω ακόµη 4 µαθητές/τριες από το σύνολο των (υπόλοι-
πων) 10: υπάρχουν

(
10
4

)
= 10!

6!4! = 210 τρόποι.
Περίπτωση 2: ΄Οπως και στην προηγούµενη περίπτωση, υπάρχουν

(
10
4

)
= 10!

6!4! = 210 τρόποι.
Περίπτωση 3: Να µην είναι στην επιτροπή ούτε ο Α ούτε ο Β: επιλέγω 5 µαθητές/τριες από το
σύνολο των (υπόλοιπων) 10:

(
10
5

)
= 10!

5!5! = 252 τρόποι.

΄Αρα, από την αρχή του αθροίσµατος, υπάρχουν 210 + 210 + 252 = 672 τρόποι.

Α4. Να υπολογίσετε την τιµή του ν ∈ N για την οποία ισχύει

ν∑
k=1

(2k2 − 4k) = ν(ν + 1).
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Απάντηση

ν∑
k=1

(2k2 − 4k) = ν(ν + 1) ⇔ 2

ν∑
k=1

k2 − 4

ν∑
k=1

k = ν(ν + 1)

⇔ 2 · ν(ν + 1)(2ν + 1)

6
− 4 · ν(ν + 1)

2
= ν(ν + 1)

⇔ ν(ν + 1)(2ν + 1)

3
− 2 · ν(ν + 1) = ν(ν + 1)

⇔ ν(ν + 1) ·
(
2ν + 1

3
− 2

)
= ν(ν + 1)

⇔ 2ν + 1

3
− 2 = 1 ⇔ 2ν + 1

3
= 3

⇔ 2ν + 1 = 9 ⇔ ν = 4 .

Α5. ∆ίνεται η παραβολή µε εξίσωση y2 = 4ax, a > 0 και εστία E. ΄Εστω T (at2, 2at), t ̸= 0
τυχαίο σηµείο της. Αν A η προβολή του σηµείου T στη διευθετούσα της παραβολής και M το
µέσο του ευθύγραµµου τµήµατος AE, να αποδείξετε ότι η TM τέµνει κάθετα την AE.

Απάντηση

E(−a, 0).
Η διευθετούσα της παραβολής έχει εξίσωση x = −a και άρα η προβολή A του σηµείου T στη
διευθετούσα έχει συντεταγµένες A(−a, yT ) ≡ A(−a, 2at).
Τότε

xM =
xA + xE

2
=

−a+ a

2
= 0, yM =

yA + yE
2

=
2at+ 0

2
= at.

Συνεπώς,

λAE =
yE − yA
xE − xA

=
0− 2at

a− (−a)
=

−2at

2a
= −t

και

λTM =
yM − yT
xM − xT

=
at− 2at

0− at2
=

−at

−at2
=

1

t
.

΄Ετσι,

λAE · λTM = (−t) ·
(
1

t

)
= −1 ⇒ AE ⊥ TM.
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Α6. ∆ίνεται η συνάρτηση f : R → R µε τύπο

f(x) = x− 2τοξεφx,

όπουαʹ τοξεφx ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

α) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία και τα τοπικά ακρότατα.

ϐ) Να αποδείξετε ότι για κάθε x ∈ (−∞, 1) ισχύει

2x− 4τοξεφx ≤ π − 2.

αʹΣηµείωση: Γνωρίζουµε ότι το πεδίο ορισµού της συνάρτησης g(x) = arctanx είναι το R και το σύνολο τιµών
της το διάστηµα

(
−π

2
, π
2

)
. Συνεπώς, η συνάρτηση f όπως δόθηκε είναι καλά ορισµένη και δεν χρειάζεται να

’υποθέσουµε’ (γιατί αυτό συνάγεται από τη διατύπωση) ότι το σύνολο τιµών της g(x) = arctanx είναι το διάστηµα(
−π

2
, π
2

)
Απάντηση

α) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη ως διαφορά παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε

f ′(x) = (x− 2τοξεφx)′ = 1− 2 · 1

1 + x2
= 1− 2

1 + x2
=

1 + x2 − 2

1 + x2

=
x2 − 1

1 + x2
=

(x− 1)(x+ 1)

1 + x2
, ∀x ∈ R.

Βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία της f :

f ′(x) = 0 ⇔ (x− 1)(x+ 1) = 0 ⇔ x = ±1.

∆εν υπάρχουν άλλα κρίσιµα σηµεία.
Είναι

f(−1) = −1− 2τοξεφ(−1) = −1− 2 ·
(
−π

4

)
=

π

2
− 1,

f(1) = 1− 2τοξεφ1 = 1− 2 ·
(π
4

)
= 1− π

2
.

Κάνουµε τον πίνακα µεταβολών του προσήµου της f ′ :

x

f ′

f

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

από τον οποίο συνάγουµε:
∀x ∈ (−∞,−1) ⇒ f ′(x) > 0 ⇒ f γνησίως αύξουσα,
∀x ∈ (−1, 1) ⇒ f ′(x) < 0 ⇒ f γνησίως ϕθίνουσα,
∀x ∈ (1,+∞) ⇒ f ′(x) > 0 ⇒ f γνησίως αύξουσα.
Αφού f ′(−1) = 0, f ′(1) = 0 και από το πιο πάνω, έπεται ότι στο σηµείο (−1, f(−1)) =

(
−1, π

2 − 1
)

η γρ. παράσταση της f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο και αφού f ′(1) = 0 και από το πιο πάνω,
έπεται ότι στο σηµείο (1, f(1)) =

(
1, 1− π

2

)
η γρ. παράσταση της f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο.

∆εν υπάρχουν ολικά ακρότατες τιµές, αφού

lim
x→±∞

f(x) = ±∞.

ϐ) Στο διάστηµα (−∞, 1), όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε από τον πίνακα προσήµου της f ′ πιο
πάνω, η f παρουσιάζει ολικό µέγιστο στο σηµείο (−1, f(−1)) =

(
−1, π

2 − 1
)

και άρα

∀x ∈ (−∞, 1) ⇒ f(x) ≤ f(−1) =
π

2
− 1,
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δηλαδή

∀x ∈ (−∞, 1) ⇒ x− 2τοξεφx ≤ π − 2

2
,

δηλαδή
∀x ∈ (−∞, 1) ⇒ 2x− 4τοξεφx ≤ π − 2

µε την ισότητα µόνο για x = −1.

Α7. ∆ίνονται οι πραγµατικές συναρτήσεις f και g µε

f(x) = −x2 + 4 και g(x) = 2x+ 4.

α) Να ϐρείτε το εµβαδόν του χωρίου T , το οποίο περικλείεται µεταξύ των γραφικών παρα-
στάσεων των συναρτήσεων f και g.

ϐ) Να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού που δηµιουργείται από την πλήρη περιστρο-
ϕή του χωρίου T γύρω από των άξονα των τετµηµένων.

Απάντηση

Το γράφηµα της συνάρτησης f είναι παραβολή µε κορυφή το σηµείο K(0, 4). Βρίσκουµε τα σηµεία
τοµής του γραφήµατος της µε τον άξονα των τετµηµένων:

f(x) = 0 ⇔ −x2 + 4 = 0 ⇔ (2− x)(2 + x) = 0 ⇔ x = ±2.

Το γράφηµα της συνάρτησης g είναι µια ευθεία. Βρίσκουµε τα σηµεία τοµής της µε τους άξονες των
συντεταγµένων:

g(0) = 4, g(x) = 0 ⇔ 2x− 4 = 0 ⇔ x = 2.

Βρίσκουµε τη σχετική ϑέση των γραφηµάτων των f και g :

f(x)− g(x) = 4− x2 − 2x− 4 = −x2 − 2x = −x(x+ 2).

Από τον πίνακα προσήµου της αλγεβρικής παράστασης h(x) = f(x)− g(x) = −x(x+ 2) έχουµε ότι
h(x) ≤ 0 για x ∈ (−∞,−2] ή για x ∈ [0,+∞) και h(x) ≥ 0 για x ∈ [−2, 0] µε ισότητες µόνο για
x = 0 ή x = −2.

α) ΄Αρα, (µε διαµερίσεις ως προς των άξονα των τετµηµένων)

E =

∫ 0

−2

|f(x)− g(x)| dx =

∫ 0

−2

(f(x)− g(x)) dx

= −
∫ 0

−2

(x2 + 2x) dx = −
[
x3

3
+ x2

]0
−2

=
(−2)3

3
+ (−2)2 = −8

3
+ 4

=
4

3
τ.µ..

7 Προτεινόµενες λύσεις
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ϐ)

V = π

∫ 0

−2

(f2(x)− g2(x)) dx = π

∫ 0

−2

((4− x2)2 − 4(x+ 2)2) dx

= π

∫ 0

−2

(16− 8x2 + x4 − 4x2 − 16x− 16) dx = π

∫ 0

−2

(x4 − 12x2 − 16x) dx

= π

[
x5

5
− 4x3 − 8x2

]0
−2

= −π

[
(−2)5

5
− 4(−2)3 − 8(−2)2

]
= −π

[
−32

5
+ 32− 32

]
=

32π

5
κ.µ..

x

y

f(x) = −x2 + 4

O 2−2

4

y = 2x+ 4

Α8. Θεωρούµε τον κύκλο (µε εξίσωση) x2 + y2 − λx − 2λy + k − 1 = 0. Να ϐρείτε (τα)
k, λ ∈ R, για τα οποία ο κύκλος διέρχεται από την αρχή των αξόνων και η ευθεία y = 3x+ 1
τέµνει τον κύκλο σε σηµεία A και B, έτσι ώστε η γωνία AOB να είναι ορθή, όπου O η αρχή
των αξόνων.

Απάντηση

Ο κύκλος περνά από την αρχή των αξόνων αν και µόνο αν οι συντεταγµένες της αρχής των αξόνων
ικανοποιούν την εξίσωσή του, δηλαδή αν και µόνο αν k − 1 = 0, δηλαδή αν και µόνο αν k = 1 .

Τώρα, 2g = −λ ⇒ g = −λ
2 και 2f = −2λ ⇒ f = −λ. Το κέντρο του κύκλου2 είναι το K(−g,−f) ≡

K
(
λ
2 , λ

)
.

Η γωνία AOB να είναι ορθή αν και µόνο αν (γνωστό αποτέλεσµα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας)
το ευθύγραµµο τµήµα είναι διάµετρος του κύκλου. Τότε, το K είναι το µέσον του ευθύγραµµου
τµήµατος AB και αντικαθιστώντας τις συντεταγµένες του στην εξίσωση της ευθείας έχουµε λ =

3 · λ
2 + 1 ⇔ λ = −2 .

2Συγκεκριµένα, του εξαρτώµενου από την παράµετρο λ κύκλου Cλ.

Προτεινόµενες λύσεις 8
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Ο Ϲητούµενος κύκλος έχει κέντρο το K(−1,−2) και ακτίνα R =
√
(−1)2 + (−2)2 =

√
5 και συνεπώς

η εξίσωσή του είναι η

x2 + y2 + 2x+ 4y = 0 ή, ισοδύναµα, (x+ 1)2 + (y + 2)2 = 5.

x

y

y = 3x+ 1

OA

B

K(−1,−2)

Α9. ∆ίνεται η λέξη «ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ».

α) Να ϐρείτε το πλήθος των αναγραµµατισµών της πιο πάνω λέξης.
ϐ) Να ϐρείτε πόσοι από τους πιο πάνω αναγραµµατισµούς αρχίζουν µε τη λέξη «ΑΞΙΟΣ».
γ) Να ϐρείτε το πλήθος των αναγραµµατισµών της λέξης «ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ» στους οποίους το
«Α» προηγείται του «Λ» και το «Λ» προηγείται του «Σ».

Απάντηση

Γράµµατα στη λέξη ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ: 1Α, 1Ξ, 2Ο, 1Λ, 2Η, 1Σ, 1Γ, 1Ι.

α) το πλήθος των αναγραµµατισµών της πιο πάνω λέξης είναι ίσο µε τις επαναληπτικές µεταθέσεις
10 γραµµάτων από τα οποία τα k1 = 2 είναι µεταξύ τους τα ίδια και διαφορετικά από όλα τα άλλα,
και τα k2 = 2 είναι επίσης τα ίδια και διαφορετικά από όλα τα άλλα:

M2,2
10 =

10!

2! · 2!
= 907200.

ϐ) Βήµα 1: Τοποθετούµε τη λέξη ΑΞΙΟΣ στην αρχή: 1 τρόπος.

Βήµα 2: Τα υπόλοιπα γράµµατα (1Ο, 1Λ, 2Η, 1Γ) µετατίθενται µεταξύ τους κατά !M2
5 =

5!

2!
= 60

τρόπους.
Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή, υπάρχουν συνολικά

1 ·M2
5 =

5!

2!
= 60

τρόποι.

9 Προτεινόµενες λύσεις
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γ) Η ιδέα είναι ότι η τοποθέτηση των «Α», «Λ» και «Σ» έτσι ώστε το «Α» προηγείται του «Λ» και το
«Λ» προηγείται του «Σ» γίνεται µε την επιλογή απλώς 3 ϑέσεων για τα γράµµατα αυτά:(

10

3

)
=

10!

7!3!
= 120

τρόπους. Ακολούθως, τα υπόλοιπα 7 γράµµατα (2Ο, 1Ξ, 2Η, 1Γ, 1Ι) µετατίθενται µεταξύ τους µε

M2,7
7 =

7!

2!2!
= 1260

τρόπους. Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή, έχουµε συνολικά(
10

3

)
·M2,7

7 = 120 · 1260 = 151200

τρόπους.

Α10. ΄Εστω το ολοκλήρωµααʹ ∫ x

0

t2 · e−t dt, µε x > 0.

α) Να αποδείξετε ότι

I(x) = 2− x2 + 2x+ 2

ex
, x > 0.

ϐ) Να ϐρείτε το lim
x→+∞

I(x).

αʹΚατ΄ ακρίβειαν είναι µια (καλά ορισµένη, λόγω συνέχειας της g(t) = t2 · e−t) συνάρτηση, η οποία ορίζεται και
για x = 0. Τότε, η λέξη ’µε’ στον τύπο της πιο κάτω δεν έχει νόηµα: είναι συνάρτηση και το x είναι η ανεξάρτητη
µεταβλητή και όχι ένας σταθεροποιηµένος γνήσια ϑετικός αριθµός όπως αφήνεται να εννοηθεί.
Πιθανότατα το ερώτηµα διατυπώθηκε έτσι µε σκοπό οι υποψήφιοι να αντιµετωπίσουν, σε πρώτο στάδιο, αλγεβρικά
το ολοκλήρωµα και στο επόµενο ερώτηµα να υπολογίσουν το όριο της συνάρτησης I.

Απάντηση

α) Ιδέα : ολοκλήρωση κατά παράγοντες (2 ϕορές):∫ x

0

t2 · e−t dt =

∫ x

0

t2 · (−e−t)′ dt

=
[
−t2 · e−t

]x
0
−

∫ x

0

(t2)′ · (−e−t) dt

= −x2 · e−x + 2

∫ x

0

t · e−t dt

= −x2 · e−x + 2

∫ x

0

t · (−e−t)′ dt

= −x2 · e−x − 2

([
t · e−t

]x
0
+

∫ x

0

t′e−t dt

)
= −x2 · e−x − 2

(
x · e−x +

∫ x

0

e−t dt

)
= −x2 · e−x − 2x · e−x − 2

∫ x

0

e−t dt

= −x2 · e−x − 2x · e−x − 2
[
−e−t

]x
0

= −x2 · e−x − 2x · e−x + 2(e−x − 1)

= 2− (x2 + 2x+ 2) · e−x

= 2− x2 + 2x+ 2

ex
.
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ϐ)

lim
x→+∞

I(x) = lim
x→+∞

(
2− x2 + 2x+ 2

ex

)
.

Το όριο lim
x→+∞

x2 + 2x+ 2

ex
υπάρχει (στο εκτεταµένο σύνολο των πραγµατικών αριθµών). Πράγµατι,

lim
x→+∞

(x2 + 2x+ 2) = +∞, lim
x→+∞

ex = +∞.

΄Αρα έχουµε απροσδιοριστία τύπου +∞
+∞ .

Ισχύουν οι προϋποθέσεις κανόνα υπολογισµού ορίου του De L’Hopital.
΄Εχουµε

lim
x→+∞

(x2 + 2x+ 2)′

(ex)′
= lim

x→+∞

2x+ 2

ex

το οποίο αποτελεί (ξανά) απροσδιοριστία τύπου +∞
+∞ .

Ισχύουν οι προϋποθέσεις κανόνα υπολογισµού ορίου του De L’Hopital.
΄Εχουµε

lim
x→+∞

(2x+ 2)′

(ex)′
= lim

x→+∞

2

ex
= 0,

αφού lim
x→+∞

ex = +∞.

Συνεπώς, από κανόνα του De L’Hopital,

lim
x→+∞

x2 + 2x+ 2

ex
= 0.

΄Αρα,

lim
x→+∞

I(x) = lim
x→+∞

(
2− x2 + 2x+ 2

ex

)
= 2− lim

x→+∞

x2 + 2x+ 2

ex
= 2− 0 = 2.

■

-ΤΕΛΟΣ Α ΜΕΡΟΥΣ-
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Μέρος Β

Β1. ΄Εστω η πραγµατική συνάρτηση f µε τύπο

f(x) = x− 4

x2
.

Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της, τα σηµεία τοµής της µε τους άξονες των συντεταγµένων, τα
διαστήµατα µονοτονίας, τα τοπικά ακρότατα και τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασής
της, αν υπάρχουν, και να την παραστήσετε γραφικά.

Απάντηση

Σκέψεις πριν τη λυση:
Πρόκειται ουσιαστικά για µια ϱητή συνάρτηση (κάνω οµώνυµα):

f(x) = x− 4

x2
=

x3 − 4

x2
.

Παρατηρώ ότι ο ϐαθµός του πολυωνύµου στον αριθµητή (=η µεγαλύτερη δύναµη στην οποία εµφα-
νίζεται η (πραγµατική) µεταβλητή x) είναι 3 και ο ϐαθµός του πολυωνύµου στον παρονοµαστή είναι
2, δηλαδή 1 λιγότερο. Ξέρουµε από τη Θεωρία ότι το γράφηµα της ϱητής αυτής συνάρτησης έχει
πλάγια ασύµπτωτη.
Επίσης, η ϱίζα του πολυωνύµου στον παρονοµαστή (η x = 0) εµφανίζεται µε πολλαπλότητα 2 και
άρα ο άξονας των τεταγµένων είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη του γραφήµατος της f και µάλιστα το
όριο εκατέρωθεν του x = 0 ϑα είναι είτε −∞ είτε +∞.

Προχωρώ στη λύση:

• Πεδίο ορισµού: x2 ̸= 0 ⇔ x ̸= 0 και άρα D(f) = R− {0}.

• Σηµεία τοµής µε τους άξονες των συντεταγµένων: Αφού το x = 0 δεν ανήκει στο πεδίο
ορισµού της f , έπεται ότι δεν έχουµε σηµείο τοµής µε τον άξονα των τεταγµένων.
Τώρα,

f(x) = 0 ⇔ x3 − 4 = 0 ⇔ x =
3
√
4 ≈ 1.587.

΄Αρα, η γραφική παράσταση της f τέµνει τους άξονες των συντεταγµένων µόνο στο σηµείο ( 3
√
4, 0).

• ∆ιαστήµατα µονοτονίας και τοπικά ακρότατα: Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη µε

f ′(x) =

(
x− 4

x2

)′

= 1− 4 ·
(

1

x2

)′

= 1− 4 ·
(
−2

x3

)
= 1 +

8

x3
=

x3 + 8

x3
,

x ̸= 0.
Είναι

x3 + 8 = 0 ⇔ x = − 3
√
8 = −2.

Είναι f(−2) = −3. Κατασκευάζουµε των πίνακα µεταβολών του προσήµου της f ′ :

x

f ′

f

−∞ −2 0′′′ +∞

+ 0 − || +

−3−3
||||
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Από τον πιο πίνακα συνάγουµε:
∀x ∈ (−∞,−2), f ′(x) > 0 ⇒ f γνησίως αύξουσα (λόγω συνέχειας της συνάρτησης στο x = −2,
µπορούµε να πούµε ότι f γνησίως αύξουσα στο διάστηµα (−∞,−2])
∀x ∈ (−2, 0), f ′(x) < 0 ⇒ f γνησίως ϕθίνουσα (οµοίως f γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [−2, 0))
∀x ∈ (0,+∞), f ′(x) > 0 ⇒ f γνησίως αύξουσα.

Από τα πιο πάνω (κριτήριο πρώτης παραγώγου) έχουµε ότι στο σηµείο (−2, f(−2)) = (−2,−3)
η γραφική παράσταση της f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο.

• ΄Υπαρξη ασύµπτωτων:
Είναι D(f) = R− {0} = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
Ελέγχω την (ασυµπτωτική) συµπεριφορά της συνάρτησης στα άκρα του πεδίου ορισµού της :

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

x3 − 4

x2
= lim

x→±∞

x3

x2
= lim

x→±∞
x = ±∞.

Εκατέρωθεν του x = 0 :

lim
x→0−

f(x) = lim
x→±0−

(x3 − 4) · 1

x2
= (−4) · (+∞) = −∞,

αφού x → 0− ⇒ x < 0 ⇒ x2 > 0 ⇒ lim
x→0−

1

x2
= +∞.

Οµοίως,

lim
x→0+

f(x) = −∞.

Συνεπώς, η ευθεία x = 0 (=ο άξονας των τεταγµένων) είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής
παράστασης της f από τα αριστερά και από τα δεξιά.

΄Ελεγχος ύπαρξης πλάγιας ασύµπτωτης :
΄Ελεγχος πλάγιας ασύµπτωτης στο +∞ :

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

x3−4
x2

x
= lim

x→+∞

x3 − 4

x3
= lim

x→+∞

x3

x3
= 1 ≡ λ.

Τότε

lim
x→+∞

[f(x)− λ · x] = lim
x→+∞

(
x3 − 4

x2
− x

)
= lim

x→+∞

(
x3 − 4− x3

x2

)
= lim

x→+∞

(
−4

x2

)
= 0 ≡ b.

Συνεπώς, η ευθεία µε εξίσωση y = λx+ b ⇔ y = x είναι πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής παράστα-
σης της f στο +∞.
΄Ελεγχος πλάγιας ασύµπτωτης στο −∞ :
Παρατηρούµε ότι τα πιο πάνω όρια παραµένουν ίδια καθώς x → −∞ και άρα η ευθεία µε εξίσωση
y = x είναι πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f και στο −∞.

Χαράσσουµε τη γραφική παράσταση της f µε ϐάση τα πιο πάνω δεδοµένα:
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x

y

y = x

0
3
√
4

f(x) = x− 4

x3

−2

−3

Β2. ∆ίνεται κύκλος µε εξίσωση x2 + y2 = R2 και τα σηµεία του A(0, R), B(0,−R) και
T (Rσυνθ,Rηµθ), µε 0 < θ < π

2 . Η ευθεία η οποία διέρχεται από το σηµείο T και είναι
παράλληλη µε τον άξονα των τεταγµένων τέµνει ξανά τον κύκλο στο σηµείο Γ.

α) Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του τετραπλεύρου ATΓB είναι ίσο µε

E = R2συνθ(1 + ηµθ).

ϐ) Να ϐρείτε την τιµή του θ έτσι ώστε το εµβαδόν του τετραπλεύρου να είναι µέγιστο.

Απάντηση

Σκέφτοµαι πρίν τη λύση: Ο κύκλος έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα R > 0, τα σηµεία
A και B είναι οι κορυφές του κύκλου στον άξονα των τεταγµένων και το σηµείο T ϐρίσκεται στο 1ο
τεταρτηµόριο.
Το σηµείο Γ έχει συντεταγµένες xΓ = xT = Rσυνθ και yΓ = −yT = −Rσυνθ.
Επίσης, το τετράπλευρο ATΓB είναι ένα ισοσκελές τραπέζιο.

Το πρόβληµα αυτό εµφανίζεται συχνά στη ϐιβλιογραφία (και υπάρχουν διάφορες λύσεις):

Να ϐρεθεί το εµβαδόν του µέγιστου τραπεζίου το οποίο µπορεί να εγγραφεί σε κύκλο ακτίνας
R > 0 και του οποίου η ϐάση είναι διάµετρος του κύκλου.

(Εδώ µας Ϲητείται λύση µε χρήση πολικών συντεταγµένων3 του κύκλου, που είναι σχετικά έυκολο,
3Πολικές συντεταγµένες είναι οι παραµετρικές εξισώσεις του κύκλου που γνωρίζετε.
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συγκριτικά µε άλλους τρόπους, όπως λόγου χάριν µε χρήση καρτεσιανών συντεταγµένων)
Προχωρώ στη λύση της άσκησης:

α) Φέρουµε την προβολή ∆ του σηµείου T στον άξονα των τεταγµένων. Τότε (T∆) ⊥ (y − άξονα)
Αυτό είναι και το ύψος του τραπεζίου ATΓB. Τότε

E(ATΓB) =
(Βάση 1 + Βάση 2)× ύψος

2

=
((AB) + (TΓ))× (T∆)

2

=
(2R+ 2Rηµθ)× (Rσυνθ)

2

=
2R(1 + ηµθ)× (Rσυνθ)

2

= R2(1 + ηµθ)× συνθ.

ϐ) Στο προηγούµενο ερώτηµα ϑεωρήσαµε σταθεροποιηµένο σηµείο T στο πρώτο τεταρτηµόριο και
ϐρήκαµε το αντίστοιχο εµβαδόν. Τώρα, το εµβαδόν ϑεωρείται συνάρτηση (της γωνίας θ):

E :
(
0,

π

2

)
→ R µε E(θ) = R2(1 + ηµθ) · συνθ.

Η E είναι παραγωγίσιµη µε

E′(θ) = R2((1 + ηµθ) · συνθ)′

= R2 · [((1 + ηµθ)′ · συνθ) + (1 + ηµθ) · (συνθ)′]
= R2 · [συνθ · συνθ − ηµθ(1 + ηµθ)]
= R2 · [συν2θ − ηµθ − ηµ2θ]

= R2 · [1− ηµ2θ − ηµθ − ηµ2θ]

= −R2 · [2ηµ2θ − ηµθ − 1]

= −R2 · (2ηµθ − 1) · (ηµθ + 1).

΄Αρα,

E′(θ) = 0 ⇔ 2ηµθ − 1 = 0 ή ηµθ + 1 = 0 ⇔ ηµθ =
1

2
ή ηµθ = −1.

Αλλά, η γωνία θ ϐρίσκεται στο πρώτο τεταρτηµόριο και άρα 0 < ηµθ < 1 και η οξεία γωνία που

ικανοποιεί την ηµθ = 1
2 είναι η θ =

π

6
.

Κάνοντας τον πίνακα προσήµου της E′ (διαφορετικά, αν αυτό ϕαίνεται δύσκολο, χρησιµοποιήστε το
κριτήριο δευτέρας παραγώγου: E′′(π/6) < 0 και άρα η E παρουσιάζει τοπικό (που είναι και ολικό)
µέγιστο για θ = π/6) η E παρουσιάζει τοπικό (που είναι και ολικό) µέγιστο για θ = π/6.

x

y

O

T (Rσυνθ,Rηµθ)

Γ(Rσυνθ,−Rηµθ)

A(0, R)

B(0,−R)

R−R

∆
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Σηµείωση: Για θ = π/6 παίρνουµε T
(

R
√
3

2 , R
2

)
, Γ

(
R
√
3

2 ,−R
2

)
και µέγιστο εµβαδόν

E =
3
√
3R2

4
τ.µ..

Β3. ∆ίνεται συνεχής συνάρτηση f : R → R και a > 0.

α) Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση u = −x, ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο, να
αποδείξετε ότι : ∫ a

−a

f(x) dx =

∫ a

−a

f(−x) dx.

ϐ) Αν g(x) = f(x) + f(−x), x ∈ R να αποδείξετε ότι∫ a

−a

f(x) dx =
1

2

∫ a

−a

g(x) dx.

γ) Χρησιµοποιώντας τα πιο πάνω, ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο, να υπολογίσετε το ολο-
κλήρωµα ∫ π

−π

(
x3 − ηµ5x

x2 + 16
+ συν2x

)
dx.

Απάντηση

α) Χρησιµοποιώ την αντικατάσταση u = −x:

u = −x ⇔ −u = x, dx = −du

και x = −a ⇔ u = a, x = a ⇔ u = −a. Τότε,

∫ a

−a

f(x) dx = −
∫ −a

a

f(−u) du =

∫ a

−a

f(−u) du ≡
∫ a

−a

f(−x) dx.

ϐ) 1ος τρόπος:

1

2

∫ a

−a

g(x) dx =
1

2

∫ a

−a

(f(x) + f(−x) dx

=
1

2

∫ a

−a

f(x) dx+
1

2

∫ a

−a

f(−x) dx︸ ︷︷ ︸
=
∫ a
−a

f(x) dx

=
1

2

∫ a

−a

f(x) dx+
1

2

∫ a

−a

f(x) dx

=

∫ a

−a

f(x) dx.
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2ος τρόπος:

g(x) = f(x) + f(−x), ∀x ∈ [−a, a] ⇒
∫ a

−a

g(x) dx =

∫ a

−a

(f(x) + f(−x)) dx

⇒
∫ a

−a

g(x) dx =

∫ a

−a

f(x) dx+

∫ a

−a

f(−x) dx︸ ︷︷ ︸
=
∫ a
−a

f(x) dx

= 2

∫ a

−a

f(x) dx

⇒ 1

2

∫ a

−a

g(x) dx =

∫ a

−a

f(x) dx.

γ) Θα χρησιµοποιήσουµε τα πιο πάνω.

a = π και f(x) = x3−ηµ5x
x2+16 + συν2x.

΄Εχουµε για κάθε x ∈ [−π, π],

f(x) + f(−x) =
x3 − ηµ5x

x2 + 16
+ συν2x+

(−x)3 − ηµ5(−x)

(−x)2 + 16
+ συν(−2x)

=
x3 − ηµ5x

x2 + 16
+ συν2x+

−x3 + ηµ5x

x2 + 16
+ συν2x

=
x3 − ηµ5x

x2 + 16
− x3 − ηµ5x

x2 + 16
+ 2συν2x

= 2συν2x

και άρα, από το ερώτηµα ϐ),∫ π

−π

f(x) dx =
1

2

∫ π

−π

2συν2x dx

=

∫ π

−π

συν2x dx =

[
1

2
ηµ2x

]π
−π

=
1

2
(ηµ(2π)− ηµ(−2π))

= 0.

’΄Αλλος’ τρόπος: η συνάρτηση g(x) = x3−ηµ5x
x2+16 είναι περιττή στο συµµετρικό περί το x = 0 διάστηµα

[−π, π] και άρα ∫ π

−π

g(x) dx = 0

και συνεπώς, ∫ π

−π

(
x3 − ηµ5x

x2 + 16
+ συν2x

)
dx =

∫ π

−π

συν2x dx = 0.

Σηµείωση: Η συνάρτηση g(x) = 2συν(2x), x ∈ [−π, π] είναι άρτια και άρα

∫ π

−π

g(x) dx = 2

∫ π

0

g(x) dx = . . . = 0.

17 Προτεινόµενες λύσεις



// Παγκύπριες Εξετάσεις 2022

Β4. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε (τύπο) f(x) = lnx−
√
x, x ∈ (0,+∞).

α) Να µελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και την ύπαρξη σηµείων καµπής.
ϐ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο
της µε τετµηµένη x = 1 είναι η x− 2y − 3 = 0.
γ) Να αποδείξετε ότι για κάθε x ∈ (0, 16) ισχύει

x+ 2
√
x ≥ 3 + ln(x2).

Απάντηση

α) Η f είναι δις παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της (ως διαφορά δύο δις παραγωγίσιµων συ-
ναρτήσεων), άρα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε εργαλεία του ∆ιαφορικού Λογισµού για να τη
µελετήσουµε ως προς την κυρτότητα:
για x > 0,

f ′(x) = (lnx−
√
x)′ =

1

x
− 1

2
√
x

⇒ f ′′(x) = − 1

x2
− 1

2
· (x−1/2)′

= − 1

x2
− 1

2
·
(
−1

2

)
· x−3/2

= − 1

x2
+

1

4x3/2
=

1

4x3/2
− 1

x2

=
1

x2
·
(
x1/2

4
− 1

)
=

√
x− 4

4x2
.

΄Αρα,
f ′′(x) = 0 ⇔

√
x− 4 = 0 ⇔

√
x = 4 ⇔ x = 16.

Είναι f(16) = (16, ln 16−
√
16) = (16, 4 ln 2− 4).

Κατασκευάζουµε των πίνακα µεταβολών του προσήµου της f ′′ :

x

f ′′

f

0 16 +∞

− 0 +

κοίλη κυρτή

Από τον πιο πίνακα συνάγουµε:
∀x ∈ (0, 16), f ′′(x) < 0 ⇒ f κοίλη
∀x ∈ (16,+∞), f ′′(x) > 0 ⇒ f κυρτή.
Από τα πιο πάνω και το ότι f ′′(16) = 0, έχουµε ότι το σηµείο (16, f(16)) = (16, 4 ln 2 − 4) είναι
σηµείο καµπής για τη γραφική παράσταση της f.

ϐ) Είναι f(1) = ln 1−
√
1 = 0− 1 = −1.

Η κλίση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο (1, f(1)) = (1,−1) είναι

λεφ. = f ′(1) =
1

1
− 1

2
√
1
= 1− 1

2
=

1

2
.

΄Ετσι, η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο της µε τετµηµένη
x = 1 είναι η

(εφ.) : y − (−1) = λεφ. · (x− 1) ⇔ (εφ.) : y + 1 =
1

2
· (x− 1)

⇔ (εφ.) : 2y + 2 = x− 1

⇔ (εφ.) : x− 2y − 3 = 0.
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γ) 1ος τρόπος:

Θα γίνει χρήση του πιο κάτω Θεωρήµατος :

΄Εστω f : (a, b) → R δις παραγωγίσιµη συνάρτηση. Τότε, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(i) f ′′ ≥ 0.

(ii) Η f είναι κυρτή.

(iii) Για κάθε x, y ∈ (a, b),
f(y) ≥ f(x) + f ′(x) · (y − x). (1)

Γεωµετρικά, η ισοδυναµία (ii)⇔(iii), για την οποία αρκεί να υποθέσουµε µόνο την παραγωγισι-
µότητα της f (και όχι ότι η f είναι δις παραγωγίσιµη) λέει ότι η εφαπτοµένη στη γραφική παράσταση
της f σε οποιοδήποτε σηµείο της (x, f(x)) (:η ευθεία µε εξίσωση y = f(x) + f ′(x) · (y − x)) είναι
’κάτω’ από τη γραφική της παράσταση, και η ισότητα ισχύει µόνο για το x του σηµείου επαφής.

f

(x, f(x))

y = f(x) + f ′(x)(y − x)

Στην περίπτωση κοίλης συνάρτησης, ισχύει η ανάποδη ανισότητα στην (1) και f ′′(x) ≤ 0 στην (i).

Προχωράµε στη λύση:
Αφού η συνάρτηση f είναι κοίλη στο διάστηµα (0, 16) (όπως είδαµε στο πρώτο ερώτηµα) και η εξίσω-
ση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο της µε τετµηµένη x = 1 είναι η
(εφ.) : x − 2y − 3 = 0 ⇔ y = 1

2 (x − 3), σύµφωνα µε το πιο πάνω Θεώρηµα, έχουµε ότι4 για κάθε
x ∈ (0, 16),

f(x) ≤ 1

2
(x− 3)

⇔ lnx−
√
x ≤ 1

2
(x− 3)

⇔ 2 lnx− 2
√
x ≤ x− 3

(x>0)⇔ lnx2 − 2
√
x ≤ x− 3

⇔ x+ 2
√
x ≥ 3 + ln(x2),

µε την ισότητα µόνο για x = 1.

2ος τρόπος:
Το (σχολικό) ϐιβλίο Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου κατεύθυνσης, Α΄ τεύχος, 2η έκδοση, 2019 (ΥΠΠΑΝ), το
οποίο είναι ανάµεσα στα προτεινόµενα συγγράµµατα προετοιµασίας για τις Παγκύπριες εξετάσεις,
αναφέρει (σελ. 64), αφού ξανα-ορίζει την κυρτή/κοίλη συνάρτηση στην κλάση των παραγωγίσιµων
συναρτήσεων, αυτή τη ϕορά:

4Συνεπώς, σε µια απευθείας λύση, ϑα έπρεπε να αναφερθεί ότι ’αφού η f είναι κοίλη και παραγωγίσιµη τότε ισχύει
η πιο κάτω ανίσωση’, διότι, δεδοµένου ότι στο σχολικό ϐιβλίο η κυρτότητα ορίζεται µε τον κλασικό της ορισµό και όχι για
παραγωγίσιµες συναρτήσεις, µπορούµε εύκολα να ϐρούµε παράδειγµα κοίλης (ισοδύναµα κυρτής) συνάρτησης που να µην
είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της.
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’Η f είναι κυρτή ή στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω στο (α, β), αν το διάγραµµά της ϐρίσκεται
πάνω από κάθε εφαπτοµένη της σε οποιοδήποτε σηµείο του διαστήµατος (α, β), εκτός από το σηµείο
επαφής.’

Το ϐιβλίο αυτό δεν παρέχει περισσότερες λεπτοµέρειες στο πως µεταφράζεται το πιο πάνω και ιδια-
ίτερα, δεν αναφέρεται στα Θεωρήµατα που καλύπτουν το κενό µεταξύ των ορισµών της κυρτότητας
(µέσω ευθειών) και της κυρτότητας για παραγωγίσιµες συναρτήσεις.
Θα δικαιολογούσα λοιπόν πλήρως έναν υποψήφιο, µε µόνο οδηγό τα εν λόγω συγγράµµατα, να µην
επιλέξει τον πιο πάνω τρόπο λύσης αλλά να χρησιµοποιήσει µια κλασσικότερη µέθοδο:

∀x ∈ (0, 16), x+ 2
√
x ≥ 3 + ln(x2) ⇔ ∀x ∈ (0, 16), x+ 2

√
x− 3− ln(x2) ≥ 0.

Θεωρώ λοιπόν τη συνάρτηση f : (0, 16) → R µε τύπο

f(x) = x+ 2
√
x− 3− ln(x2).

Η f είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε

f ′(x) = 1 +
1√
x
− 2

x
=

x+
√
x− 2

x
, x ∈ (0, 16).

Είναι
f ′(x) = 0 ⇔ x+

√
x− 2 = 0.

Για να ϐρούµε τις ϱίζες της πιο πάνω εξίσωσης ϑέτουµε
√
x = w και τότε η εξίσωση γίνεται :

w2 + w − 2 = 0 ⇔ (w + 2)(w − 1) = 0

και άρα w =
√
x = 1 ⇔ x = 1 και η λύση w =

√
x = −2 απορρίπτεται.

Κάνοντας τον πίνακα προσήµου της f ′ ϐρίσκουµε ότι λαµβάνει ολικό ελάχιστο στο σηµείο (1, f(1)) =
(1, 0), δηλαδή

∀x ∈ (0, 16), f(x) ≥ f(1)

⇔ ∀x ∈ (0, 16), x+ 2
√
x− 3− ln(x2) ≥ 0

⇔ ∀x ∈ (0, 16), x+ 2
√
x ≥ 3 + ln(x2),

µε την ισότητα µόνο για x = 1.

Σηµείωση: Η πιο πάνω λύση αντανακλά το πιο κάτω γνωστό αποτέλεσµα:

΄Εστω f : R → R παραγωγίσιµη και κυρτή συνάρτηση. Τότε, η f λαµβάνει ολικό ελάχιστο σε
ενα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της αν και µόνο αν f ′(x0) = 0.

Β5. ∆ίνεται η έλλειψη
x2

25
+

y2

9
= 1 και τυχαίο σηµείο της P (5συνθ, 3ηµθ), 0 < θ < π

2 .

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της κάθετης της έλλειψης στο P είναι η

5xηµθ − 3yσυνθ = 16ηµθσυνθ.

ϐ) Η κάθετη της έλλειψης στο P τέµνει τον άξονα των τετµηµένων στο σηµείο K. Να αποδείξετε
ότι η καµπύλη στην οποία ανήκει ο γεωµετρικός τόπος του µέσου M του PK είναι έλλειψη.

γ) Αν E η εστία στο ϑετικό ηµιάξονα και ϵ η εκκεντρότητα της έλλειψης
x2

25
+

y2

9
= 1 , να

αποδείξετε ότι
EK

EP
= ϵ.
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Απάντηση

α) Παραγωγίζουµε πεπλεγµένα την εξίσωση της έλλειψης (ως προς τη µεταβλητή x):

x2

25
+

y2

9
= 1 ⇒ 2x

25
+

2yy′

9
= 0 ⇒ y′ = − 9x

25y
(y ̸= 0)

και άρα αφού yP = 3ηµθ ̸= 0 (διότι θ ∈ (0, π/2)),

λεφ.(P ) = − 9xP

25yP
= − 9 · 5συνθ

25 · 3ηµθ
= −3συνθ

5ηµθ
.

Συνεπώς,

λκάθ.(P ) = − 1

λεφ.(P )
=

5ηµθ
3συνθ

και άρα

(κάθ.) : y − 3ηµθ =
5ηµθ
3συνθ

(x− 5συνθ)

⇔ (κάθ.) : (3συνθ)y − 9ηµθσυνθ = (5ηµθ)x− 25ηµθσυνθ
⇔ (κάθ.) : (3συνθ)y − (5ηµθ)x = 9ηµθσυνθ − 25ηµθσυνθ
⇔ (κάθ.) : (3συνθ)y − (5ηµθ)x = −16ηµθσυνθ
⇔ (κάθ.) : (5ηµθ)x− (3συνθ)y = 16ηµθσυνθ.

ϐ) Θέτουµε y = 0 στην εξίσωση της καθέτου στο P και ϐρίσκουµε x = 16
5 συνθ. ΄Αρα,

K

(
16

5
συνθ, 0

)
.

Τότε

xM =
xP + xK

2
=

5συνθ + 16
5 συνθ

2
=

41

10
συνθ

και
yM =

yP + yK
2

=
3ηµθ + 0

2
=

3

2
ηµθ.

Το σηµείο M ανήκει στη έλλειψη µε εξίσωση

x2(
41
10

)2 +
y2(
3
2

)2 = 1.

γ) ΄Εχουµε α = 5 > 3 = β και άρα E(γ, 0), όπου γ2 = α2 − β2 = 25 − 9 = 16 ⇒ γ = 4, δηλαδή
E(4, 0). Επίσης,

ϵ =
γ

α
=

4

5
.

΄Αρα, αφού

θ ∈ (0, π/2) ⇒ 0 < συνθ < 1 ⇒ 0 <
16

5
συνθ︸ ︷︷ ︸

=xK

<
16

5
<

20

5
= 4 = xE ,

έπεται ότι xE − xK > 0 και έτσι

EK = |xE − xK | = xE − xK = 4− 16

5
συνθ.

Επίσης,

EP = α− ϵ · xP = 5− 4

5
· 5συνθ = 5− 4συνθ.

΄Αρα,
EK

EP
=

4− 16
5 συνθ

5− 4συνθ
=

20− 16συνθ
5(5− 4συνθ)

=
4(5− 4συνθ)
5(5− 4συνθ)

=
4

5
= ϵ.
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5−5

3

−3

P

K

M

41
10

− 41
10

3
2

− 3
2

E

4

■

-ΤΕΛΟΣ Β ΜΕΡΟΥΣ-

¨΄Ενας καλός έµπορος κρύβει τους ϑησαυρούς του και
εµφανίζεται σαν να µην έχει τίποτα.

΄Ενας καλός τεχνίτης δεν αφήνει ίχνη.¨

- Λαό Τσε- Φιλοσοφία του Τάο (Dao)
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