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Δραςτηριότητεσ ςελ. 58-59 (Μονοτονία-Ακρότατα Συνάρτηςησ) 

1.  Να βρεύτε τα διαςτόματα μονοτονύασ των πιο κϊτω ςυναρτόςεων: 

 (α)  𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 4𝑥 + 8 (β) 𝑓 𝑥 = 3𝑥4 − 4𝑥3 

 (γ)  𝑓 𝑥 =
𝑥 − 1

𝑥2 − 𝑥 + 1
 (δ) 𝑓 𝑥 = ln 𝑥2 + 4  

2.  Να βρεύτε τα τοπικϊ ακρότατα, αν υπϊρχουν, των πιο κϊτω ςυναρτόςεων: 

 (α)  𝑓 𝑥 = −𝑥2 + 2𝑥 − 5 (β) 𝑓 𝑥 =  𝑥 + 1 3  

 (γ)  𝑓 𝑥 =  𝑥 + 1 𝑒𝑥  (δ) 𝑓 𝑥 =
𝑥 − 1

𝑥 − 2
 

3.  Να βρεύτε τα τοπικϊ ακρότατα, αν υπϊρχουν, των πιο κϊτω ςυναρτόςεων: 

 (α)  𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥, 𝑥 ∈  0, 𝜋  (β) 𝑓 𝑥 = 2𝜂𝜇𝑥 + 𝜍𝜐𝜈(2𝑥), 𝑥 ∈  0,2𝜋  

4.  Να μελετόςετε ωσ προσ τη μονοτονύα τη ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο: 

𝑓 𝑥 =  
𝑥2 + 2𝑥 + 4, 𝑥 < −1

2 − 𝑥, 𝑥 ≥ −1

  

5.  Δύνεται η ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο: 

𝑓 𝑥 =
2𝑥2 − 𝛼𝑥 + 𝛽

𝑥2 + 1
. 

 
Αν η 𝑓 παρουςιϊζει τοπικό ακρότατο ςτο 𝑥0 = 2, να δεύξετε ότι 3𝛼 + 4𝛽 = 8. 
 

6.  Η  ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 

𝑓 𝑥 = ln 2𝑥 +
𝛽

𝑥
+ 𝛼, 𝑥 > 0 

παρουςιϊζει τοπικό ακρότατο ςτο 𝑥0 = 1, το 𝑓 1 = 2 + ln 2. Να βρεύτε τισ τιμϋσ 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. 
 

7.  Έςτω 𝑓:ℝ → ℝ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη για την οπούα ιςχύει: 
2𝑓3 𝑥 + 6𝑓 𝑥 = 2𝑥3 + 6𝑥 + 1, ∀𝑥 ∈ ℝ. 

Να δεύξετε ότι η 𝑓 δεν παρουςιϊζει τοπικϊ ακρότατα ςτο ℝ. 
 

8.  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  𝑓 με τύπο 
𝑓 𝑥 = 2𝑥3 − 3𝑥2 − 12𝑥 + 10, 𝑥 ∈  −3,3  

Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ 𝑓. 
 

9.   Να χαρακτηρύςετε καθεμύα από τισ παρακϊτω προτϊςεισ ωσ ΣΩΣΤΟ ό ΛΑΘΟΣ και να 
αιτιολογόςετε την απϊντηςό ςασ: 

 (α) Αν για τη ςυνϊρτηςη 𝑓 ιςχύει 𝑓 ′ 𝑥 > 0, για κϊθε 
𝑥 ∈  𝛼, 𝛽 , τότε η ςυνϊρτηςη  𝑓 εύναι γνηςύωσ 
αύξουςα ςτο  𝛼, 𝛽 . 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

 (β) Αν η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο 
 𝛼, 𝛽  και παραγωγύςιμη ςτο  𝛼, 𝛽 , τότε ιςχύει 

𝑓 ′ 𝑥 < 0, για κϊθε 𝑥 ∈  𝛼, 𝛽 . 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

 (γ) Αν η 𝑓 εύναι ςυνεχόσ ςτο 𝑥0 ∈  𝛼, 𝛽  και η 𝑓 ′ αλλϊζει 
πρόςημο ςτο 𝑥0 , τότε το 𝑓 𝑥0  εύναι τοπικό 
ακρότατο. 
 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 
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10. Να βρεύτε τισ τιμϋσ τησ παραμϋτρου 𝛼 ∈ ℝ ϋτςι ώςτε η ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 2𝑥3 +
𝛼𝑥2 + 6𝑥 + 5, να εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ. 

11. Αν 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ και ιςχύει 𝛼2 < 4 𝛽 − 1 , να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 
𝑓 𝑥 =  𝑥2 + 𝛼𝑥 + 𝛽 𝑒𝑥  δεν παρουςιϊζει τοπικϊ ακρότατα. 

12. Δύνεται η ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 1 − ln 𝑥 , 𝑥 > 0. 

(α) Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη 𝑓 ωσ προσ τη μονοτονύα και τα τοπικϊ ακρότατα. 
(β) Να αποδεύξετε ότι  ln 𝑥 ≤ 𝑥 − 1, ∀, 𝑥 > 0. 

(γ) Να αποδεύξετε ότι 1 −
1

𝑥
< ln 𝑥 , ∀𝑥 > 0.

13. Να αποδεύξετε ότι 
(α) 𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1, ∀𝑥 ∈ ℝ   (β)  𝑒𝑥 ≥ 𝑥𝑒 , ∀𝑥 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ 

14. Αν 𝑓 ′′ 𝑥 < 0, ∀𝑥 ∈  𝛼, 𝛽  και 𝑓 𝛼 = 𝑓 𝛽 = 0, να δεύξετε ότι 𝑓 𝑥 > 0, ∀𝑥 ∈  𝛼, 𝛽 . 

Δραςτηριότητεσ ςελ. 58-59 (Μονοτονία-Ακρότατα Συνάρτηςησ) 

1. 1οσ τρόποσ
Το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ εκφρϊζει παραβολό με κορυφό ςτο ςημεύο με ςυντεταγμϋνεσ  2,4 

ςτο οπούο λαμβϊνει (ολικό) ελϊχιςτο αφού ο ςυντελεςτόσ του μεγιςτοβϊθμιου όρου εύναι θετικόσ.
Έτςι η ςυνϊρτηςη εύναι

o γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα  −∞, 2  και λόγω τησ ςυνϋχειασ αυτόσ ςτο ςημεύο 𝑥 = 2,
γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα (∞,−2]

o γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα  2, +∞  και λόγω τησ ςυνϋχειασ αυτόσ ςτο ςημεύο 𝑥 = 2,
γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα  2, +∞ .

2οσ τρόποσ 
Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού παραγωγύςιμη με 𝑓 ′ 𝑥 = 2𝑥 − 4, ∀𝑥 ∈ ℝ. 
Έχουμε ότι 

𝑓 ′ < 0 ςτο διϊςτημα  −∞, 2  ⇒ 𝑓 εύναι γνηςύωσ 
φθύνουςα ςτο διϊςτημα αυτό και λόγω τησ 
ςυνϋχειασ αυτόσ ςτο ςημεύο 𝑥 = 2, γνηςίωσ 
φθίνουςα ςτο διάςτημα (−∞, 𝟐] 
𝑓 ′ > 0 ςτο διϊςτημα  2, +∞ ⇒ 𝑓 εύναι γνηςύωσ  

𝑥 −∞  2  +∞ 

𝑓 ′  − + 

𝑓 ↘ ↗ 

 min 

αύξουςα ςτο διϊςτημα αυτό και λόγω τησ ςυνϋχειασ αυτόσ ςτο ςημεύο 𝑥 = 2, γνηςίωσ αύξουςα 
ςτο διάςτημα [𝟐, +∞) 

[𝑓 ′ 2 = 0, ϋπεται ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ λαμβϊνει τοπικό ελϊχιςτο ςτο ςημεύο αυτό. 
Επύςησ, αφού 𝑓 ′′  𝑥 = 2 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ, ϋπεται ότι η ςυνϊρτηςη εύναι κυρτό. Έτςι, το ςημεύο 

 2, 𝑓 2  =  2,4   εύναι ςημεύο ολικού ελαχύςτου για τη ςυνϊρτηςη]. 

(β) 𝑓 𝑥 = 3𝑥4 − 4𝑥3 = 𝑥3 3𝑥 − 4 , 𝑥 ∈ ℝ. Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού παραγωγύςιμη με 
𝑓 ′ 𝑥 = 12𝑥2 𝑥 − 1 , ∀𝑥 ∈ ℝ Εύναι 𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0,1 (κρύςιμα ςημεύα). Έχουμε: 
𝑓 ′ < 0 ςτο διϊςτημα  −∞, 0  και 𝑓 ′ < 0 ςτο διϊςτημα   0,1  
και  αρα γνηςίωσ φθίνουςα ςτο (−∞, 𝟏]. Επύςησ, 𝑓 ′ > 0 
ςτο διϊςτημα  1, +∞  και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςίωσ 
αύξουςα ςτο  𝟏, +∞ . 
Επύςησ, λόγω του ότι  𝑓 ′ 1 = 0 και η ςυνϊρτηςη αλλϊζει 
μονοτονύα (από γν. φθύνουςα ςε γν. αύξουςα)  

𝑥 −∞      0  1      ∞ 

𝑓 ′  − − − 

𝑓 ↘ ↘ ↗ 

 min 

ςε μια περιοχό του ςημεύου 𝑥 = 1, ϋπεται από το Κριτόριο πρώτησ παραγώγου ότι το γρϊφημα τησ 

ςυνϊρτηςησ λαμβϊνει τοπικό ελϊχιςτο ςτο ςημεύο  1, 𝑓 1  =  1, −1 . 
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(γ) 𝑓 𝑥 =
𝑥−1

𝑥2−𝑥+1
. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ. Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού παραγωγύςιμη με 𝑓 ′ 𝑥 =

−
𝑥 𝑥−2 

 𝑥2−𝑥+1 2 , ∀𝑥 ∈ ℝ Εύναι 𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 𝑥 − 2 = 0 ⟺ 𝑥 = 0,2 (κρύςιμα ςημεύα) και 

καταςκευϊζοντασ τον πύνακα προςόμων τησ 𝑓 ′ : 

𝑥 −∞      0         2           +∞  

𝑓 ′  − + − 

𝑓 ↘ ↗ ↘ 

         min             max 

ϋχουμε: 
𝑓 ′ < 0 ςτο διϊςτημα  −∞, 0  και 𝑓 ′ > 0 ςτο διϊςτημα   0,2  και αφού 𝑓 ′ 0 = 0,  από το κριτόριο 
1ησ παραγώγου, ϋχουμε ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ λαμβϊνει τοπικό ελϊχιςτο ςτο ςημεύο 
 0, 𝑓 0  =  0, −1 . Σαφώσ, η ςυνϊρτηςη εύναι γν. φθίνουςα ςτο (−∞, 𝟎] και γν. αύξουςα ςτο 

 𝟎, 𝟐 . 
 

o 𝑓 ′ > 0 ςτο διϊςτημα   0,2  και 𝑓 ′ < 0 ςτο διϊςτημα   2, +∞  και αρα γν. φθύνουςα ςτο διϊςτημα 
αυτό. Ιδιαύτερα, λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ ςτο ϊνω ϊκρο του διαςτόματοσ αυτού, 
ϋπεται ότι εύναι γν. φθύνουςα ςτο [2, +∞). Επιπρόςθετα, αφού 𝑓 ′ 2 = 0,  από το κριτόριο 1ησ 
παραγώγου, ϋχουμε ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ λαμβϊνει τοπικό μϋγιςτο ςτο ςημεύο 

 2, 𝑓 2  =   2,
1

3
 . 

 
(ε) 𝑓 𝑥 = ln 𝑥2 + 4 . Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ. Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού παραγωγύςιμη με 𝑓 ′ 𝑥 =

2𝑥

𝑥2+4
, ∀𝑥 ∈ ℝ Εύναι 𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0 και καταςκευϊζοντασ τον πύνακα προςόμων τησ 𝑓 ′ : 

𝑥 −∞                          0                        +∞  

𝑓 ′  − + 

𝑓 ↘ ↗ 

 min 

ϋχουμε ότι 𝑓 ′ < 0 ςτο διϊςτημα  −∞, 0  και 𝑓 ′ > 0 ςτο διϊςτημα  0, +∞  και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι 
γν. φθύνουςα ςτο πρώτο διϊςτημα και γν. αύξουςα ςτο δεύτερο. Επιπλϋον, αφού 𝑓 ′ 0 = 0, από το 
κριτόριο 1ησ παραγώγου, ϋχουμε ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ λαμβϊνει τοπικό ελϊχιςτο ςτο 
ςημεύο  0, 𝑓 0  =  0, ln2 . 

 
Σημειώςτε ότι η ςυνάρτηςη είναι άρτια. 
 
 

2. (α) 𝑓 𝑥 = −𝑥2 + 2𝑥 + 5 = − 𝑥 − 1 2 + 4, 𝑥 ∈ ℝ 
1οσ τρόποσ 

Το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ εκφρϊζει παραβολό με κορυφό ςτο ςημεύο με ςυντεταγμϋνεσ  1,6  
ςτο οπούο λαμβϊνει μοναδικό (ολικό) μϋγιςτο αφού ο ςυντελεςτόσ του μεγιςτοβϊθμιου όρου εύναι 
αρνητικόσ. 

2οσ τρόποσ 
Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού παραγωγύςιμη με 𝑓 ′ 𝑥 = −2𝑥 + 2, ∀𝑥 ∈ ℝ. 
Έχουμε ότι 

𝑓 ′ > 0 ςτο διϊςτημα  −∞, 1  ⇒ 𝑓 εύναι γνηςύωσ 
αύξουςα ςτο διϊςτημα αυτό και λόγω τησ 
ςυνϋχειασ αυτόσ ςτο ςημεύο 𝑥 = 1, γνηςύωσ 
αύξουςα ςτο διϊςτημα (−∞, 1] 
𝑓 ′ < 0 ςτο διϊςτημα  1, +∞ ⇒ 𝑓 εύναι γνηςύωσ 
φθύνουςα 

𝑥 −∞          1         +∞  

𝑓 ′  + − 

𝑓 ↗ ↘ 

                    max 
 

ςτο διϊςτημα αυτό και λόγω τησ ςυνϋχειασ αυτόσ ςτο ςημεύο 𝑥 = 1, γνηςύωσ φθύνουςα ςτο 
διϊςτημα [1, +∞) 
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[𝑓 ′ 1 = 0, ϋπεται ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ λαμβϊνει τοπικό μϋγιςτο ςτο ςημεύο αυτό. 
Επύςησ, αφού 𝑓 ′′  𝑥 = −1 < 0, ∀𝑥 ∈ ℝ, ϋπεται ότι η ςυνϊρτηςη εύναι κούλη. Έτςι, το ςημεύο 

 1, 𝑓 1  =  1,6   εύναι ςημεύο ολικού μεγύςτου για τη ςυνϊρτηςη]. 

 

(β) 𝑓 𝑥 =  𝑥 + 1 3 , 𝑥 ∈ ℝ. Η ςυνϊρτηςη αποτελεύ μια οριζόντια μεταφορϊ τησ ςυνϊρτηςησ 
𝑔 𝑥 = 𝑥3, 𝑥 ∈ ℝ κατϊ μια μονϊδα προσ τα αριςτερϊ. Εύδαμε ότι η 𝑔 δεν ϋχει ακρότατα, ϊρα ούτε και 
η 𝑓. Η απόδειξη εύναι όμοια με την περύπτωςη τησ 𝑔. 
 
(γ) 𝑓 𝑥 =  𝑥 + 1 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ. Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού παραγωγύςιμη ςτο ℝ με 𝑓 ′ 𝑥 =
 𝑥 + 2 𝑒𝑥 , ∀ 𝑥 ∈ ℝ. Έτςι, το μοναδικό τησ κρύςιμο ςημεύο εύναι εκεύνο με  𝑥 = −2. Έχουμε ότι 𝑓 ′ < 0 
ςτο διϊςτημα  −∞,−2 ⇒ 𝑓 εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα αυτό και λόγω τησ ςυνϋχειασ 
αυτόσ ςτο ςημεύο 𝑥 = −2, εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα  −∞,−2 . Επύςησ, 𝑓 ′ > 0 ςτο 
διϊςτημα  −2, +∞ ⇒ 𝑓 εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα αυτό και λόγω τησ ςυνϋχειασ αυτόσ 
ςτο ςημεύο 𝑥 = −2, εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα [−2, +∞). Από το κριτόριο 1ησ 
παραγώγου, ϋπεται ότι το γρϊφημα τησ 𝑓 λαμβϊνει τοπικό ελϊχιςτο (το οπούο μπορούμε να 

αποδεύξουμε ότι εύναι και ολικό) ςτο ςημεύο  −2, 𝑓 −2  =  −2,−
1

𝑒2 . 

 

(δ) 𝑓 𝑥 =
𝑥−1

𝑥−2
. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ −  2 . Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού παραγωγύςιμη ςτο 𝐷 𝑓  με  

𝑓 ′ 𝑥 = −
1

 𝑥 − 2 2
 

Συνεπώσ, εύναι 𝑓 ′ 𝑥 < 0, ∀𝑥 ∈ ℝ −  2  και αρα η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο π.ο. τησ 
και αρα δεν ϋχει ακρότατα. 
 

3. (α) 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥, 𝑥 ∈  0, 𝜋 . Η ςυνϊρτηςη εύναι παραγωγύςιμη ςτο π.ο. ωσ ςύνθεςη τϋτοιων με 

𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒𝑥 𝜂𝜇𝑥 + 𝜍𝜐𝜈𝑥 , ∀𝑥 ∈  0, 𝜋  
Τα κρύςιμα ςημεύα τησ 𝑓 εύναι μόνο εκεύνα που ικανοποιούν την 𝑓 ′ 𝑥 = 0 ςτο διϊςτημα  0, 𝜋 , δηλ. 

την 𝜂𝜇𝑥 + 𝜍𝜐𝜈𝑥 = 0 ςτο διϊςτημα  0, 𝜋 . Έχουμε για 𝑥 ∈  0, 𝜋 −  
𝜋

2
  

𝜂𝜇𝑥 + 𝜍𝜐𝜈𝑥 = 0 ⟺ 𝜂𝜇𝑥 = −𝜍𝜐𝜈𝑥 = 0 ⟺ 𝜀𝜑𝑥 = −1 

η οπούα ϋχει (κατϊ τα γνωςτϊ) μια μόνοι λύςη ςτο  0, 𝜋 −  
𝜋

2
 , την 𝑥 =

3𝜋

4
. Έχουμε ότι 𝑓 ′ > 0 ςτο 

διϊςτημα  0,
3𝜋

4
 ⇒ 𝑓 εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα αυτό και λόγω τησ ςυνϋχειασ αυτόσ ςτα 

ςημεύα𝑥 = 0,
3𝜋

4
, εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα  0,

3𝜋

4
 . Επύςησ, 𝑓 ′ < 0 ςτο διϊςτημα 

 
3𝜋

4
, 𝜋 ⇒ 𝑓 εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα αυτό και λόγω τησ ςυνϋχειασ αυτόσ ςτο ςημεύο 

𝑥 =
3𝜋

4
 εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα [

3𝜋

4
, 𝜋). Από το κριτόριο 1ησ παραγώγου, ϋπεται ότι το 

γρϊφημα τησ 𝑓 λαμβϊνει τοπικό μϋγιςτο (το οπούο μπορούμε να αποδεύξουμε ότι εύναι και ολικό) 

ςτο ςημεύο  
3𝜋

4
, 𝑓  

3𝜋

4
  . 

 

(β) 𝑓 𝑥 = 2𝜂𝜇𝑥 + 𝜍𝜐𝜈(2𝑥), 𝑥 ∈  0,2𝜋 . Η ςυνϊρτηςη εύναι παραγωγύςιμη ςτο π.ο. ωσ ςύνθεςη 
τϋτοιων με 

𝑓 ′ 𝑥 = 2𝜍𝜐𝜈𝑥 − 2𝜂𝜇 2𝑥 = 2𝜍𝜐𝜈𝑥 − 4𝜂𝜇𝑥𝜍𝜐𝜈𝑥 = 2𝜍𝜐𝜈𝑥 1 − 2𝜂𝜇𝑥   ∀𝑥 ∈  0,2𝜋  
Τα κρύςιμα ςημεύα τησ 𝑓 εύναι μόνο εκεύνα που ικανοποιούν την 𝑓 ′ 𝑥 = 0 ςτο διϊςτημα  0,2𝜋 , δηλ. 
την 𝜍𝜐𝜈𝑥 1 − 2𝜂𝜇𝑥 = 0 ςτο διϊςτημα  0,2𝜋 . Έχουμε για 𝑥 ∈  0,2𝜋  

𝜍𝜐𝜈𝑥 1 − 2𝜂𝜇𝑥 = 0 ⟺ 𝜍𝜐𝜈𝑥 = 0 ή 𝜂𝜇𝑥 =
1

2
 

Λύνοντασ τισ πιο πϊνω κατϊ τα γνωςτϊ (δεσ παρϊρτημα) βρύςκουμε ότι οι μόνεσ τησ λύςεισ ςτο 

διϊςτημα  0,2𝜋  εύναι οι  𝑥 =
𝜋

6
,
𝜋

2
,

5𝜋

6
,

3𝜋

2
. Εύκολα βρύςκουμε (όπωσ και πρύν) ότι το γρϊφημα τησ 

ςυνϊρτηςησ  𝑓 λαμβϊνει τοπικό μϋγιςτο ςτα ςημεύα  
𝜋

6
, 𝑓  

𝜋

6
  =   

𝜋

6
,

3

2
  και   

5𝜋

6
, 𝑓  

5𝜋

6
  =   

5𝜋

6
,

3

2
  

και τοπικό ελϊχιςτο ςτα ςημεύα  
𝜋

2
, 𝑓  

𝜋

2
  =  

𝜋

2
, 1   και   

3𝜋

2
, 𝑓  

3𝜋

2
  =  

3𝜋

2
, −3 . Παρατηρόςτε ότι 

𝑓  
𝜋

6
 = 𝑓  

5𝜋

6
 .  

 



Προτάσεις λύσεων:  Ιωακείμ Ιωάννης 

30 http://ioakimioannis.com 

4. 𝑓 𝑥 =  
𝑥2 + 2𝑥 + 4, 𝑥 < −1

2 − 𝑥, 𝑥 ≥ −1

  

Η ςυνϊρτηςη εύναι παραγωγύςιμη ςτο ςύνολο ℝ−  −1  αφού ςε κϊθε ενα από τουσ δυο 
κλϊδουσ εύναι πολυώνυμο. Ελϋγχουμε τη ςυνϋχεια ςτο 𝑥 = −1: 𝑓 −1 = 2 −  −1  =3 και 

lim
𝑥→−1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−1−

 𝑥2 + 2𝑥 + 4 = 3  𝜅𝛼𝜄  lim
𝑥→−1+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−1+

 2 − 𝑥 = 3 

οπόταν η ςυνϊρτηςη εύναι ςυνεχόσ ςτο 𝑥 = −1. Για την παραγωγιςιμότητα τησ ςυνϊρτηςησ 
ςτο 𝑥 = −1 ϋχουμε 

𝑓 ′
+
 −1 = lim

𝑥→−1+

𝑓 𝑥 − 𝑓 −1 

𝑥 −  −1 
= lim

𝑥→−1+

𝑥2 + 2𝑥 + 1

𝑥 + 1
= lim

𝑥→−1+
 𝑥 + 1 = 0 

και 

𝑓 ′
−
 −1 = lim

𝑥→−1−

𝑓 𝑥 − 𝑓 −1 

𝑥 −  −1 
= lim

𝑥→−1−

2 − 𝑥 − 3

𝑥 + 1
= −1 

και αρα αφού 𝑓 ′
−
 −1 ≠ 𝑓 ′

+
 −1 , ϋχουμε ότι η 𝑓 δεν εύναι παραγωγύςιμη ςτο 𝑥 = −1. Συνεπώσ, 

𝑓 ′ 𝑥 =  
2 𝑥 + 1 , 𝑥 < −1

−1, 𝑥 > −1

  

Παρατηρούμε ότι 𝑓 ′ < 0 ςε κϊθε ϋνα από τα διαςτόματα  −∞  , −1  και  −1  , +∞  και αρα 
γνηςύωσ φθύνουςα εκεύ. Όμωσ, λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ ςτο 𝑥 = −1, η ςυνάρτηςη 
είναι γνηςίωσ φθίνουςα παντού ςτο π.ο. τησ. 
 

5. 𝑓 𝑥 =
2𝑥2−𝛼𝑥+𝛽

𝑥2+1
. Εύναι  𝑥2 + 1 = 0 = ∅ και αρα 𝐷 𝑓 = ℝ. Επύςησ, ∀𝑥 ∈ ℝ. εύναι 

𝑓 ′ 𝑥 =
𝛼𝑥2 − 2𝑥 𝛽 − 2 − 𝛼

 𝑥2 + 1 2
 

Για να ϋχει τοπικό ακρότατο ςτο 𝑥0 = −2, αρκεί (δεσ Θ. Fermat) 𝑓 ′ −2 = 0, δηλ. 4𝛼 +
4 𝛽 − 2 − 𝑎 = 0, δηλ.  3𝛼 + 4𝛽 = 8. 

 

6. 𝑓 𝑥 = 𝛼 ln 2𝑥 +
𝛽

𝑥
+ 𝛼. Εύναι, ∀𝑥 > 0 

𝑓 ′ 𝑥 =
𝛼

𝑥
−
𝛽

𝑥2
 

Για να παρουςιϊζει η ςυνϊρτηςη τοπικό ακρότατο ςτο 𝑥0 = 1, αρκεύ από το Θεώρημα του 
Fermat (γιατύ;) να εύναι 𝑓 ′ 1 = 0, δηλ. 𝛼 = 𝛽. Επιπλϋον, αφού  1,2 + ln2 ∈ 𝐺𝑟 𝑓 , θα εύναι 
2 + ln2 = 𝛼 ln 2 + 𝛽 + 𝛼, δηλ. 2 + ln2 = 𝛽 2 + ln 2 , δηλ. 𝜷 = 𝟏  και αρα 𝜶 = 𝟏. 
 

7. 1οσ τρόποσ: Έχουμε ∀𝑥 ∈ ℝ,: 

 2𝑓3 𝑥 + 6𝑓 𝑥 = 2𝑥3 + 6𝑥 + 1 ⟺ ∀𝑥 ∈ ℝ, 6𝑓2 𝑥 𝑓 ′ 𝑥 + 6𝑓 ′ 𝑥 = 6𝑥2 + 6 
 ⟺ ∀𝑥 ∈ ℝ, 6𝑓 ′ 𝑥  𝑓2 𝑥 + 1 = 6 𝑥2 + 1  

𝑓2 𝑥 + 1 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ ⟺ ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓 ′ 𝑥 =
𝑥2 + 1

𝑓2 𝑥 + 1
> 0 

και αρα, από γνωςτό μασ θεώρημα, η 𝑓 εύναι γνηςύωσ αύξουςα παντού και αρα δεν εχει τοπικϊ 
ακρότατα. 
2οσ τρόποσ: Αν υποθϋςουμε ότι η ςυνϊρτηςη λαμβϊνει ακρότατο ςε ϋνα ςημεύο ϋςτω 𝑥0 , τότε 
απ'το Θεώρημα του Fermat, αφού η ςυνϊρτηςη εύναι παντου παραγωγύςιμη, θα εύναι 𝑓 ′ 𝑥0   =

0. Αλλϊ, όπωσ πριν, ϋχουμε ότι 𝑓 ′ 𝑥 =
𝑥0  2+1

𝑓2 𝑥0   +1
> 0, ϊτοπο. 

 

8. 𝑓 𝑥 = 2𝑥3 − 3𝑥2 − 12𝑥 + 10, 𝑥 ∈  −3,3 . Η ςυνϊρτηςη εύναι ςυνεχόσ ςτο διϊςτημα  −3,3 . Θα 
βρούμε τα διαςτόματα μονοτονύασ τησ: 

∀𝑥 ∈  −3,3  εύναι 𝑓 ′ 𝑥 = 6𝑥2 − 6𝑥 − 12 = 6 𝑥2 − 𝑥 − 2 = 6 𝑥 − 2  𝑥 + 1  και αρα τα κρύςιμϊ 
τησ ςημεύα (ςτο διϊςτημα  −3,3  ) εύναι τα−1,2.  Καταςκευϊζουμε τον πύνακα προςόμων τησ 𝑓 ′  
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𝑥 −3  −1  2  +3 

𝑓 ′  + − + 

𝑓 ↗ ↘ ↗ 

    max  min 

Έτςι, 𝑓 ′ > 0 ςτο διϊςτημα  −3,−1  και 𝑓 ′ < 0 ςτο διϊςτημα  −1,2  και αφού 𝑓 ′ −1 = 0, 
ϋπεται ότι ςτο ςημεύο με 𝑥 = −1 λαμβϊνει τοπικό μϋγιςτο. Ομούωσ, ϋχουμε ότι ςτο ςημεύο με 
𝑥 = 2 λαμβϊνει τοπικό ελϊχιςτο. Τϋλοσ, αφού η ςυνϊρτηςη εύναι ςυνεχόσ ςτο διϊςτημα  −3,3 , 
ελϋγχουμε τισ τιμϋσ τησ ςτα ϊκρα: 

𝑓 −3 = −35, 𝑓 3 = 1 
και αφού 𝑓 −1 = 17, 𝑓 2 = −10, ϋπεται ότι το ολικό μϋγιςτο τησ ςυνϊρτηςησ λαμβϊνεται ςτο 
ςημεύο με 𝑥 = −1 και ολικό ελϊχιςτο τησ ςυνϊρτηςησ λαμβϊνεται ςτο ςημεύο με 𝑥 = −3. Έτςι, 
το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ εύναι το  𝒇 −𝟑 , 𝒇 −𝟏  =  −𝟑𝟓, 𝟏𝟕 . 

9. (α) Σωςτό. Αν όμωσ απαιτόςουμε (όπωσ όταν ϊλλωςτε ςτην πρώτη ϋκδοςη του ςχολικού) η
ςυνϊρτηςη να εύναι θετικό, τότε το αποτϋλεςμα εύναι Λάθοσ Για παρϊδειγμα, ϋςτω η ςυνϊρτηςη

𝑓 𝑥 =  
𝑥 + 4𝑥2𝜂𝜇  

1

𝑥
 , 𝑥 ≠ 0

0, 𝑥 = 0

 . Εύναι για 𝑥 ≠ 0 𝑓 ′ 𝑥 = 1 + 8𝑥𝜂𝜇  
1

𝑥
 − 2𝑥𝜍𝜐𝜈  

1

𝑥
 , Εύναι 𝑓 ′ 0 = 1 >

0 αλλϊ η 𝑓 δεν εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςε καμιϊ (ανοικτό) περιοχό του μηδενόσ (η οπούα εύναι 
ταυτόχρονα θετικό και αρνητικό ςε κϊθε περιοχό του 𝑥 = 0). Συγκεκριμϋνα, μπορεύ να αποδειχθεύ 

ότι η 𝑓 εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςε κϊθε διϊςτημα τησ μορφόσ  
1

2𝜈𝜋+
4𝜋

3

,
1

2𝜈𝜋+
2𝜋

3

  και γνηςύωσ αύξουςα 

ςε κϊθε διϊςτημα τησ μορφόσ 

 
1

 2𝜈 + 1 𝜋 +
7𝜋
6

,
1

 2𝜈 + 1 𝜋 +
5𝜋
6

 , 𝜈 ∈ ℕ. 

(β) Λάθοσ. Π.χ. η 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = −𝑥3. 

(γ) Σωςτό. Λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ ςτο ςημεύο. Αν αφαιρϋςουμε την υπόθεςη τησ 
ςυνϋχειασ, τότε παύει να ιςχύει. 

10. Για να εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςε όλο το ℝ η ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 2𝑥3 + 𝛼𝑥2 + 6𝑥 + 5,
από το Θεώρημα 4 αρκεύ 𝑓 ′ 𝑥 > 0 για κϊθε 𝑥 ∈ ℝ. Αλλϊ, 

 𝑓 ′ 𝑥 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ  ⟺  6𝑥2 + 2𝛼𝑥 + 6 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ ⟺  3𝑥2 + 𝛼𝑥 + 3 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ  

⟺ 𝛼
2 − 36 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ ⟺   𝛼 − 6  𝛼 + 6 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ ⟺ 𝛼 ∈  −6,6  

 (4 𝛼2 − 36  εύναι η διακρύνουςα του πολυωνύμου 3𝑥2 + 𝛼𝑥 + 3). Αλλϊ, τα ςημεύα 𝑥 = ±6 εύναι 
μεμονωμϋνα, ϊρα αρκεύ τελικϊ 𝜶 ∈  −𝟔, 𝟔 . 

11. 𝑓 𝑥 =  𝑥2 + 𝛼𝑥 + 𝛽 𝑒𝑥 . Εύναι ∀𝑥 ∈ ℝ

𝑓 ′ 𝑥 =  𝑥2 +  𝛼 + 2 𝑥 + 𝛼 + 𝛽 𝑒𝑥  
Η διακρύνουςα του πολυωνύμου 𝑥2 +  𝛼 + 2 𝑥 + 𝛼 + 𝛽 εύναι 𝛼2 − 4 𝛽 − 1 < 0 από υπόθεςη 
και αρα δεν ϋχει (πραγματικϋσ ρύζεσ). Έτςι και αφού 𝑒𝑥 > 0, ϋπεται ότι 𝑓 ′ 𝑥 ≠ 0, ∀𝑥 ∈ ℝ και το 
ςυμπϋραςμα ϋπεται (ϊτοπο, από το Θεώρημα του Fermat) 

12. 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 1 − ln 𝑥 , 𝑥 > 0

(α) Η ςυνϊρτηςη εύναι παραγωγύςιμη ςτο Π.Ο. τησ με

𝑓 ′ 𝑥 = 1 −
1

𝑥
=
𝑥 − 1

𝑥
, 𝑥 > 0 

Εύναι 𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 1 (κρύςιμο ςημεύο). Εύναι 
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𝑓 ′′  𝑥 =
1

𝑥2
, 𝑥 > 0 

και αρα αφού 𝑓 ′′  1 > 0, ϋπεται ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ παρουςιϊζει τοπικό ελϊχιςτο 

ςτο ςημεύο  1, 𝑓 1  =  1,0 . Η ςυνϊρτηςη, αυτό εύναι (κατϊ τα γνωςτϊ) γνηςύωσ φθύνουςα ςτο 

διϊςτημα  0,1  και γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα  1  , +∞  και αρα το ςημεύο αυτό εύναι και 
ςημεύο ολικού ελαχύςτου, δηλ. 
min𝑥∈ 0  ,+∞ 𝑓 𝑥 = 0. Διαφορετικϊ: κατϊ τα γνωςτϊ εργαλεύα, εύναι 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = +∞ 

 
(β) Αφού min𝑥∈ 0  ,+∞ 𝑓 𝑥 = 0, ϋπεται ότι ∀𝑥 ∈  0  , +∞  

𝑓 𝑥 ≥ 0,   𝛿𝜂𝜆.   𝑥 − 1 − ln 𝑥 ≥ 0,   𝛿𝜂𝜆.  ln 𝑥 ≤ 𝑥 − 1 
 

(γ) 1οσ Τρόποσ:  Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 𝑔 με τύπο  𝑔 𝑥 =
1

𝑥
− 1 + ln 𝑥 , 𝑥 > 0 και 

προχωρώντασ όπωσ πιο πϊνω, ϋχουμε ότι αυτό παρουςιϊζει ολικό ελϊχιςτο ςτο ςημεύο με  
𝑥 = 1. 

2οσ Τρόποσ: Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 𝑔 με τύπο  𝑔 𝑥 =
1

𝑥
− 1 + ln 𝑥 , 𝑥 > 0. Εύναι 

𝑔′ 𝑥 =
𝑥 − 1

𝑥2
, 𝑥 > 0 

και αρα 𝑔′ 𝑥 < 0, ∀𝑥 ∈  0,1  δηλ. 𝑔 γνηςύωσ φθύνουςα ςτο  0,1 . Συνεπώσ, 𝑔 𝑥 > 𝑔 1 =
0, ∀𝑥 ∈  0,1 , δηλ. 

ln 𝑥 > 1 −
1

𝑥
, ∀𝑥 ∈  0,1  

Για 𝑥 = 1 ιςχύει η ιςότητα. Τώρα, αν 𝑥 ∈  1, +∞ , 𝑔′ 𝑥 > 0 δηλ. 𝑔 γνηςύωσ αύξουςα ςτο 
 1, +∞ . Συνεπώσ, 𝑔 𝑥 > 𝑔 1 = 0, ∀𝑥 ∈  1, +∞ , δηλ. 

ln 𝑥 > 1 −
1

𝑥
, ∀𝑥 ∈  1, +∞  

13. (α) Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 𝑔 με τύπο  𝑔 𝑥 = 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1, 𝑥 ∈ ℝ.  Η ςυνϊρτηςη εύναι 
παραγωγύςιμη ςτο Π.Ο. τησ με 𝑔′ 𝑥 = 𝑒𝑥 − 1, ∀𝑥 ∈ ℝ. 

Εύναι 𝑔′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑒𝑥 = 1 ⟺ 𝑥 = 0 (κρύςιμο ςημεύο). Εύναι  𝑔′ 𝑥 < 0, ∀𝑥 < 0 και αρα η 𝑔 
γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα  −∞, 0 και 𝑔′ 𝑥 > 0, ∀𝑥 ∈  0, +∞  και αρα η 𝑔 γνηςύωσ 
αύξουςα ςτο διϊςτημα αυτό. Συνεπώσ, το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ παρουςιϊζει ολικό ελϊχιςτο 
για 𝑥 = 0 και αρα 𝑔 𝑥 ≥ 𝑔 0 = 0, ∀𝑥 ∈ ℝ, δηλ. 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ ℝ, δηλ. 𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1, ∀𝑥 ∈ ℝ  
Η ιςότητα  ιςχύει για 𝑥 = 0. 

Σημείωςη: Λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ ςτο 𝑥 = 1, ϋχουμε τελικϊ ότι η 𝑔 γνηςύωσ 
φθύνουςα ςτο διϊςτημα  0 ,  1  και γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα  1 ,  +∞ . Αλλϊ το ςημεύο 𝑥 = 1 
εύναι μεμονωμϋνο και λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ, δεν επηρεϊζει το αποτϋλεςμϊ μασ. 

(β) Θα αποδεύξουμε ότι 𝑒𝑥 ≥ 𝑥𝑒 , ∀𝑥 > 0. Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 𝑔 με τύπο  𝑔 𝑥 =
ln 𝑥

𝑥
, 𝑥 > 0. 

Η ςυνϊρτηςη εύναι παραγωγύςιμη ςτο Π.Ο. τησ με 

𝑔′ 𝑥 =
1 − ln 𝑥

𝑥2
, 𝑥 > 0 

Εύναι 𝑔′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑒 (κρύςιμο ςημεύο). Καταςκευϊζουμε τον πύνακα προςόμων τησ 𝑔′ : 

𝑥 0                               𝑒                          +∞  

𝑔′  + − 

𝑔 ↗ ↘ 

                    max 

Εύναι  𝑔′ 𝑥 < 0, ∀𝑥 ∈  0, 𝑒  και αρα η 𝑔 γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα αυτό και 𝑔′ 𝑥 >
0, ∀𝑥 ∈  𝑒, +∞  και αρα η 𝑔 γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα αυτό. Αφού λοιπόν 𝑔′ 𝑒 = 0, ϋπεται 

ότι το ςημεύο  𝑒, 𝑔 𝑒  =  𝑒,
1

𝑒
  εύναι ςημεύο ολικού μεγύςτου για την 𝑔. Συνεπώσ, θα εύναι 

𝑔 𝑥 > 𝑔 𝑒 =
1

𝑒
, ∀𝑥 ∈  0, +∞  δηλ. 

ln 𝑥

𝑥
>

1

𝑒
⇒ 𝑒ln 𝑥 > 𝑥 ⇒ ln 𝑥𝑒 > ln𝑒𝑥 ln 𝛾𝜈. 𝛼ύ𝜉𝜊𝜐𝜍𝛼 ⇒ 𝑥𝑒 > 𝑒𝑥  
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Για 𝑥 = 𝑒 ιςχύει η ιςότητα. 
Δεύτεροσ τρόποσ 

Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝑥
1

𝑥 .  Εύναι 𝐷 𝑓 =  0  , +∞  Θυμόμαςτε ότι για να 
βρούμε την παρϊγωγο ςυνϊρτηςη εφαρμόζουμε λογαριθμικό παραγώγιςη: 

𝑓 𝑥 = 𝑥
1
𝑥 , 𝑥 > 0 

⇒ ln𝑓 𝑥 = ln 𝑥
1
𝑥

Λογαριθμούμε 
αμφότερα μϋλη 

⇒ ln𝑓 𝑥 =
1

𝑥
∙ ln 𝑥

⇒  ln 𝑓 𝑥  ′ =
1 − ln 𝑥

𝑥2

Παραγωγύζουμε 
αμφότερα μϋλη 

⇒
𝑓 ′ 𝑥 

𝑓 𝑥 
=

1 − ln 𝑥

𝑥2
⇒ 𝑓 ′ 𝑥 = 𝑥

1
𝑥 ∙

1 − ln 𝑥

𝑥2

Προχωρϊμε όπωσ πρύν. Και οι 2 τρόποι εύναι ιςοδύναμοι, αφού 𝑒𝑒 > 𝑥𝑥 ⟺ 𝑥𝑒 > 𝑒𝑥 . 

14.  

𝑓 ′′  𝑥 < 0, ∀𝑥 ∈  𝛼, 𝛽 

𝑓 𝛼 = 𝑓 𝛽 = 0

 

Έςτω 𝑥 ∈  𝛼, 𝛽  ςταθεροποιημϋνο. Από το ΘΜΤ ςε καθε ενα από τα διαςτόματα  𝛼, 𝑥  και  𝑥, 𝛽  
ϋχουμε ότι: 
o Υπϊρχει 𝜉1 ∈  𝛼, 𝑥  τϋτοιο ώςτε

𝑓 ′  𝜉1 =
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝛼  

0

𝑥 − 𝛼
=

𝑓 𝑥 

𝑥 − 𝛼

o και υπϊρχει 𝜉2 ∈  𝑥, 𝛽  τϋτοιο ώςτε

𝑓 ′  𝜉2 =
𝑓 𝛽  

0

− 𝑓 𝑥 

𝛽 − 𝑥
= −

𝑓 𝑥 

𝛽 − 𝑥

Αλλα, αφού 𝑓 ′′  𝑥 < 0, ∀𝑥 ∈  𝛼, 𝛽 , ϋπεται ότι η ςυνϊρτηςη 𝑓 ′  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο 
διϊςτημα  𝛼, 𝛽  και αφού  𝜉1 < 𝜉2, ϋπεται ότι 𝑓 ′  𝜉1 > 𝑓 ′  𝜉2 , δηλ.

−
𝑓 𝑥 

𝛽 − 𝑥
<

𝑓 𝑥 

𝑥 − 𝛼
 ⇒  

𝑓 𝑥 

𝑥 − 𝛼
+
𝑓 𝑥 

𝛽 − 𝑥
> 0 

και αφού 𝑥 − 𝛼 > 0, 𝛽 − 𝑥 > 0 ϋπεται ότι 𝑓 𝑥 > 0. Αφού το 𝑥 όταν τυχαύο, ϋπεται το ζητούμενο. 


