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Δραςτηριότητεσ ςελ. 36 (Μονοτονία Συνάρτηςησ) 

1.  Να βρεύτε ποιϋσ από τισ πιο κϊτω ςυναρτόςεισ εύναι γνηςύωσ αύξουςεσ και ποιϋσ γνηςύωσ 
φθύνουςεσ για κϊθε τιμό του 𝑥 που ανόκει ςτο πεδύο οριςμού τουσ: 

 (α)  

 

(β) 

 

 (γ)  

 

(δ) 

 

2.  Να βρεύτε ποιϋσ από τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι  γνηςύωσ αύξουςεσ και ποιϋσ γνηςύωσ 
φθύνουςεσ ςτο ευρύτερο πεδύο οριςμού τουσ: 

 (α)  𝑓 𝑥 = 5 − 3𝑥 (β) 𝑓 𝑥 = 4 ln 𝑥 + 1 

 (γ) 𝑓 𝑥 = 2𝑒𝑥−1 + 1   

3.  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ 𝑓 με τύπο 

𝑓 𝑥 = −𝑥2 + 4𝑥 − 5 

ςτο διϊςτημα  1,4 . 

 
 

Δραςτηριότητεσ ςελ. 36 (Μονοτονία Συνάρτηςησ) 

1. (α) 𝑓 𝑥 = 𝑥3. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ. Η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο Π.Ο. τησ.  

Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ. Η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο Π.Ο. τησ: Πρϊγματι, ϋςτωςαν 

𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ με 𝑥1 < 𝑥2 . Τότε 

𝑥1
3 − 𝑥2

3 =  𝑥1 − 𝑥2  𝑥1
2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2  

Παρατηρούμε ότι 𝑥1
2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2 ≥ 0 με την ιςότητα να ιςχύει αν και μόνο αν 𝑥1 = 𝑥2 = 0. Όμωσ 

𝑥1 < 𝑥2  και αρα δεν μπορεύ να εύναι 𝑥1 = 𝑥2 = 0. 

Απόδειξη του τελευταύου ιςχυριςμού: 

 𝑥1 + 𝑥2 
2 = 𝑥1

2 + 2𝑥1𝑥2 + 𝑥2
2 

⇒  𝑥1 + 𝑥2 
2+𝑥1

2 + 𝑥2
2 = 2𝑥1

2 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥2
2  

⇒  𝑥1 + 𝑥2 
2+𝑥1

2 + 𝑥2
2 = 2 𝑥1

2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥2
2  

⇒
1

2
 𝑥1 + 𝑥2 

2       
≥0

+ 𝑥1
2 

≥0

+ 𝑥2
2 

≥0

= 𝑥1
2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2  

ή 𝑥1
2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2 =  𝑥1 +
𝑥2

2
 

2

+
3𝑥2

2

4
 

Έτςι,  αφού επιπλϋον 𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑥1 − 𝑥2 < 0, ϋπεται ότι 𝑥1
3 − 𝑥2

3 < 0, δηλ. 𝑥1
3 < 𝑥2

3, δηλ.  
𝑓 𝑥1 < 𝑓 𝑥2  
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(β) 𝑓 𝑥 =
1

𝑥
.  Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ∗. Η 𝑓 είναι γνηςίωσ φθίνουςα ςε κάθε ένα από τα διαςτήματα  𝟎  , +∞  

και  −∞  , 𝟎  αλλά όχι ςτην ένωςή τουσ, δηλ. ςτο Π.Ο. τησ 𝒇. 
Απόδειξη ιςχυριςμού 1 
Η 𝑓 εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα  0  , +∞ : ϋςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈  0  , +∞ :  με 𝑥1 < 𝑥2. Δηλ. 
0 < 𝑥1 < 𝑥2 . Τότε 

1

𝑥2

<
1

𝑥1

, 𝛿𝜂𝜆.       𝑓 𝑥2 < 𝑓 𝑥1  

Η 𝑓 εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα  −∞  , 0 : ϋςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈  −∞  , 0  με 𝑥1 < 𝑥2 . Δηλ. 
𝑥1 < 𝑥2 < 0. Τότε 
−𝑥1 > −𝑥2 > 0 και το αποτϋλεςμα ϋπεται από το ύδιο με πρύν επιχεύρημα: 

−
1

𝑥1

< −
1

𝑥2

    και αρα    
1

𝑥2

<
1

𝑥1

,   𝛿𝜂𝜆.    𝑓 𝑥2 < 𝑓 𝑥1  

Απόδειξη ιςχυριςμού 2: Εύναι 𝑓  −
1

2
 = −2 < 𝑓  

1

2
 = 2  ενώ −

1

2
<

1

2
 

 

(γ) 𝑓 𝑥 = 𝑒−
𝑥2

2 .  Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ.  Επύςησ, η 𝑓 εύναι ςυνεχόσ παντού (ωσ ςύνθεςη τϋτοιων). Η 𝑓 εύναι 
γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα  −∞  , 0 : ϋςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈  −∞  , 0  με 𝑥1 < 𝑥2 . Δηλ. 𝑥1 < 𝑥2 < 0. Τότε 

−
𝑥1

2

2
< −

𝑥2
2

2
 

και αφού η εκθετικό ςυνϊρτηςη εύναι αύξουςα, ϋπεται ότι 

𝑒−
𝑥1

2

2 < 𝑒−
𝑥2

2

2  
δηλ. 𝑓 𝑥1 < 𝑓 𝑥2 . Λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ 𝑓 ςτο 𝑥 = 0, ϋπεται ότι η 𝒇 είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο 
διάςτημα −∞ ,  𝟎 . Εντελώσ όμοια αποδεικνύουμε ότι η 𝒇 είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο διάςτημα 
 𝟎 ,  +∞ . 
Παρατηρόςτε ότι η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι ϊρτια: 

 ∀𝑥 ∈ 𝐷 𝑓 = ℝ,  −𝑥 ∈ 𝐷 𝑓 = ℝ  και  ∀𝑥 ∈ 𝐷 𝑓 = ℝ, 𝑓 −𝑥 = 𝑒−
 −𝑥 2

2 = 𝑒−
𝑥2

2 = 𝑓 𝑥  
και ο δεύτεροσ ιςχυριςμόσ ϋπεται από τον πρώτο. 

 
(δ) 𝑓 𝑥 = 𝑥3 − 3𝑥 + 2.  Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ. Εύναι για κϊθε 𝑥 ∈ ℝ, 𝑓 ′ 𝑥 = 3𝑥2 − 3 = 3 𝑥 − 1  𝑥 + 1  
 Έςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈  1, + ∞) με 𝑥1 < 𝑥2. Δηλ. 1 < 𝑥1 < 𝑥2 . Θα δεύξουμε ότι 𝑓 𝑥1 < 𝑓 𝑥2 . 

Εφαρμόζοντασ το ΘΜΤ ςτο διϊςτημα  𝑥1 , 𝑥2 , θα υπϊρχει ϋνα 𝜉 ∈  𝑥1 , 𝑥2  τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 

𝑥2 − 𝑥1

 

και αρα 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 = 𝑓 ′ 𝜉  𝑥2 − 𝑥1 . Αλλϊ, 𝑓 ′ 𝜉 = 3 𝜉 − 1  𝜉 + 1 > 0 αφου 𝜉 ∈  𝑥1 , 𝑥2 ⊂
 1, + ∞) . Συνεπώσ, αφού  0 < 𝑥2 − 𝑥1 , ϋπεται ότι 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 > 0, δηλ. 𝑓 𝑥1 < 𝑓 𝑥2 . Άρα η 𝑓 
εύναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα  1 + ∞) και ϊρα, λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ 𝑓 ςτο 𝑥 = 1, ϋπεται 
ότι η 𝒇 είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο διάςτημα  𝟏 ,  +∞ . 

 Έςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈  −1, 1) με −1 < 𝑥1 < 𝑥2 < 1. Θα δεύξουμε ότι 𝑓 𝑥1 > 𝑓 𝑥2 . Εφαρμόζοντασ το 
ΘΜΤ ςτο διϊςτημα  𝑥1, 𝑥2 , θα υπϊρχει ϋνα 𝜉 ∈  𝑥1 , 𝑥2  τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 

𝑥2 − 𝑥1

 

και αρα 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 = 𝑓 ′ 𝜉  𝑥2 − 𝑥1 . Αλλϊ, 𝑓 ′ 𝜉 = 3 𝜉 − 1  𝜉 + 1 < 0 αφου 𝜉 ∈  𝑥1 , 𝑥2 ⊂
 −1, 1) . Συνεπώσ, αφού  0 < 𝑥2 − 𝑥1 , ϋπεται ότι 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 < 0, δηλ. 𝑓 𝑥1 > 𝑓 𝑥2 . Άρα η 𝑓 εύναι 
γνηςίωσ φθίνουςα ςτο διϊςτημα  −1,1 ) και ϊρα, λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ 𝑓 ςτα ςημεύα με 𝑥 = −1,1, 
ϋπεται ότι η 𝒇 είναι γνηςίωσ φθίνουσα ςτο διάςτημα  𝟏 , 𝟏]. 

 Έςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈  −∞ , −1) με 𝑥1 < 𝑥2. Δηλ. 𝑥1 < 𝑥2 < −1. Θα δεύξουμε ότι 𝑓 𝑥1 < 𝑓 𝑥2 . 
Εφαρμόζοντασ το ΘΜΤ ςτο διϊςτημα  𝑥1 , 𝑥2 , θα υπϊρχει ϋνα 𝜉 ∈  𝑥1 , 𝑥2  τϋτοιο ώςτε 
 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 

𝑥2 − 𝑥1

 

 
και αρα 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 = 𝑓 ′ 𝜉  𝑥2 − 𝑥1 . Αλλϊ, 𝑓 ′ 𝜉 = 3 𝜉 − 1  𝜉 + 1 > 0 αφού 𝜉 ∈  𝑥1 , 𝑥2 ⊂
 −∞ , −1) . Συνεπώσ, αφού  0 < 𝑥2 − 𝑥1 , ϋπεται ότι 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 > 0, δηλ. 𝑓 𝑥1 < 𝑓 𝑥2 . Άρα η 𝑓 
εύναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα  −∞ , −1) και ϊρα, λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ 𝑓 ςτο 𝑥 = −1, 
ϋπεται ότι η 𝒇 είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο διάςτημα  −∞ , −𝟏]. 
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Παρατηρόςτε ότι  

𝑓 𝑥  = 𝑥3 − 3𝑥 + 2 = 𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 − 𝑥2 − 𝑥 + 2 

 = 𝑥 𝑥2 + 𝑥 − 2  = − 𝑥2 + 𝑥 − 2  

 = 
 𝑥2 + 𝑥 − 2          
 𝑥−1  𝑥+2 

 𝑥 + 2  
=  𝑥 + 2 2 𝑥 − 1  

 
 

2. (α)  𝑓 𝑥 = 5 − 3𝑥.  Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ. 
Έςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈ ℝ με 𝑥1 < 𝑥2. Τότε −𝑥1 > −𝑥2  και αρα −3𝑥1 > −3𝑥2 και αρα 5 − 3𝑥1 > 5 −
3𝑥2, δηλ. 𝑓 𝑥1 > 𝑓 𝑥2 . Συνεπώσ, η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο Π.Ο. τησ. 

 
(β) 𝑓 𝑥 = 4 ln 𝑥 + 1. Εύναι 𝐷 𝑓 =  0  , +∞ . Έςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈  0  , +∞ . με 𝑥1 < 𝑥2 . Τότε, αφού η 
ςυνϊρτηςη x ↦ ln 𝑥 εύναι γνηςύωσ αύξουςα,  ϋπεται ότι  ln 𝑥1 < ln 𝑥2 και αρα 4 ln 𝑥1 + 1 < 4 ln 𝑥2 + 1 
δηλ. 𝑓 𝑥1 < 𝑓 𝑥2 . Συνεπώσ, η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο Π.Ο. τησ. 
 
(γ) 𝑓 𝑥 = 2𝑒𝑥−1 + 1. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ. 
Έςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈ ℝ. με 𝑥1 < 𝑥2. Τότε 𝑥1 − 1 < 𝑥2 − 1 και αφού η ςυνϊρτηςη x ↦ 𝑒𝑥  εύναι γνηςύωσ 
αύξουςα, ϋπεται ότι 𝑒𝑥1−1 < 𝑒𝑥2−1 και αρα 2𝑒𝑥1−1 + 1, < 2𝑒𝑥2−1 + 1 δηλ. 𝑓 𝑥1 < 𝑓 𝑥2 . Συνεπώσ, η 
ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο Π.Ο. τησ. 

 

3. Εύναι 

𝑓 𝑥 = −𝑥2 + 4𝑥 − 5 = − 𝑥2 − 4𝑥 + 5 = − 𝑥2 − 4𝑥 + 4 − 1 = − 𝑥 − 2 2 − 1 
Η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα  2,4 : Πρϊγματι, 

o ϋςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈  2,4  με 𝑥1 < 𝑥2 . Τότε 

2 < 𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 0 < 𝑥1 − 2 < 𝑥2 − 2 ⇒  𝑥1 − 2 2 <  𝑥2 − 2 2 

 ⇒ 
− 𝑥1 − 2 2 > − 𝑥2

− 2 2 
⇒ − 𝑥1 − 2 2 − 1 > − 𝑥2 − 2 2 − 1 

ότοι 𝑓 𝑥1 > 𝑓 𝑥2 . 

Έτςι, λόγω και τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ (Θεώρημα Μϋγιςτησ-Ελϊχιςτησ Τιμόσ),  η μϋγιςτη τιμό τησ 
ςτο διϊςτημα  2,4  εύναι η 𝑓 2 = −1 και η ελϊχιςτη η 𝑓 4 = −5. Επύςησ, αυτό μασ λϋει ότι το ςύνολο 
τιμών τησ ςυνϊρτηςησ 𝑓 εύναι το διϊςτημα  𝑓 4 , 𝑓 2  =  −5,−1 . 
  


