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Δραςτηριότητεσ ςελ. 28 (Θεώρημα Μέςησ Τιμήσ του Διαφορικού Λογιςμού) 
1.  Να βρεύτε, αν υπϊρχουν, όλα τα  𝜉 που ικανοποιούν το ςυμπϋραςμα του Θεωρόματοσ Μϋςησ 

Τιμόσ για την καθε μια από τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ ςτο δοςμϋνο διϊςτημα: 

 (α)  𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 2𝑥 − 1, 𝑥 ∈  0,1  (β) 𝑓 𝑥 =
3

𝑥
, 𝑥 ∈  

1

2
, 1  

 (γ)  𝑓 𝑥 =  𝑥 − 1, 𝑥 ∈  1,3  (δ) 𝑓 𝑥 = ln 𝑥 − 1 , 𝑥 ∈  2,4  

2.  Αν η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι ςυνεχόσ ςτο  𝛼, 𝛽 , παραγωγύςιμη ςτο  𝛼, 𝛽  και ιςχύει 𝑓 𝛼 = 𝛽 3 και 

𝑓 𝛽 = 𝛼 3, να δεύξετε ότι υπϊρχει 𝑥0 ∈  𝛼, 𝛽  τϋτοιο ώςτε η εφαπτομϋνη τησ καμπύλησ του 

γραφόματοσ τησ 𝑓 ςε ςημεύο  𝑥0, 𝑓  𝑥0   αυτού  να ςχηματύζει με τον ϊξονα 𝑥𝑥 ′ γωνύα  ύςη με 
2𝜋

3
 

ακτύνια. 

3.  Να χαρακτηρύςετε καθεμύα από τισ παρακϊτω προτϊςεισ ωσ ΣΩΣΤΟ ό ΛΑΘΟΣ και να 
αιτιολογόςετε την απϊντηςό ςασ: 

 (α) Αν μια ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη ςτο  𝛼, 𝛽 , τότε υπϊρχει 
τουλϊχιςτον ενα 𝜉 ∈  𝛼, 𝛽  τϋτοιο, ώςτε 𝑓 𝛽 − 𝑓 𝛼 = 𝑓 ′ 𝜉  𝛽 − 𝛼  
 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

 (β) Αν η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι ςυνεχόσ ςτο  𝛼, 𝛽  και lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 −𝑓 𝑥0 

𝑥−𝑥0
∈ ℝ, ∀𝑥 ∈

 𝛼, 𝛽 , τότε υπϊρχει υπϊρχει 𝜉 ∈  𝛼, 𝛽  τϋτοιο, ώςτε 𝑓 𝛽 − 𝑓 𝛼 =
𝑓 ′ 𝜉  𝛽 − 𝛼 . 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

 (γ) Αν 𝑓: 𝛢 →  ℝ  ςυνϊρτηςη και 𝑓 ′ 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐴, τότε 𝑓 𝑥 = 𝑐 ςτο 𝛢. ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

4.  Δύνεται ςυνϊρτηςη 𝑓:  0, 𝜅 →  ℝ , όπου 𝜅 > 0, με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 . Να δεύξετε ότι: 
(α) Υπϊρχει τουλϊχιςτον ενα 𝜉 ∈  0, 𝜅  τϋτοιο ώςτε 

𝑒𝜉 =
𝑒𝜅 − 1

𝜅
 

(β) Ιςχύει η ανιςότητα 
1 + 𝑥 ≤ 𝑒𝑥 ≤ 1 + 𝑥𝑒𝑥 , 𝑥 ≥ 0 

5.  Να αποδεύξετε ότι ιςχύει η ανιςότητα: 

1 −
1

𝑥
≤ ln 𝑥 ≤ 𝑥 − 1, 𝑥 > 0 

6.  Δύνεται ςυνϊρτηςη 𝑓:  𝛼, 𝛽 →  ℝ  ςυνεχόσ ςτο  𝛼, 𝛽  και παραγωγύςιμη ςτο  𝛼, 𝛽 , για την 
οπούα ιςχύει 𝑓 𝛼 = 2𝛽 και 𝑓 𝛽 = 2𝛼. Να δεύξετε ότι: 
(α) η εξύςωςη 𝑓 𝑥 = 2𝑥 ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  𝛼, 𝛽  

(β) υπϊρχουν 𝜉1 , 𝜉2 ∈  𝛼, 𝛽  τϋτοια ώςτε να ιςχύει 𝑓 ′ 𝜉1 𝑓
′ 𝜉2 = 4. 
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Δραςτηριότητεσ ςελ. 28 (Θεώρημα Μέςησ Τιμήσ του Διαφορικού Λογιςμού) 

1. (α) 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 2𝑥 − 1, 𝑥 ∈  0,1 . Η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι ςυνεχόσ ςτο  0,1  και παραγωγύςιμη ςτο  0,1  
ωσ πολυωνυμικό. Έτςι, από το Θεώρημα Μϋςησ Τιμόσ του Διαφορικού Λογιςμού, θα υπϊρχει 𝜉 ∈  0,1  
τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 1 − 𝑓 0 

1 − 0
= 2 −  −1 = 3 

δηλ. 𝑓 ′ 𝜉 = 3. Έχουμε 

𝑓 ′ 𝜉 = 3 ⟺ 2𝜉 + 2 = 3 ⟺ 𝝃 =
𝟏

𝟐
 

 

(β) 𝑓 𝑥 =
3

𝑥
, 𝑥 ∈  

1

2
, 1 . Η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι καλϊ οριςμϋνη αφού 𝑥 ∈  

1

2
, 1 ⇒ 𝑥 ≠ 0. Επύςησ, ςτο 

 
1

2
, 1 , εύναι ςυνεχόσ και  παραγωγύςιμη ςτο  

1

2
, 1  ωσ ςυνθϋςεισ τϋτοιων. Έτςι, από το Θεώρημα 

Μϋςησ Τιμόσ του Διαφορικού Λογιςμού, θα υπϊρχει 𝜉 ∈  
1

2
, 1  τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 1 − 𝑓  

1
2
 

1 −
1
2

= 2 𝑓 1 − 𝑓  
1

2
  = 2 3 − 6 = −6 

Έχουμε 

𝑓 ′ 𝜉 = −6 ⟺ −
3

𝜉2
⟺ 𝜉 = ±

 2

2
   
𝝃∈ 

1

2
,1 

        𝝃 =
 𝟐

𝟐
 

 

(γ) 𝑓 𝑥 =  𝑥 − 1, 𝑥 ∈  1,3 . Η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι καλϊ οριςμϋνη αφού 𝑥 ∈  1,3 ⇒  𝑥 − 1 ∈  0,2 . 
Επύςησ, ςτο  1,3 , εύναι ςυνεχόσ και  παραγωγύςιμη ςτο  1,3  ωσ ςυνθϋςεισ τϋτοιων. Έτςι, από το 
Θεώρημα Μϋςησ Τιμόσ του Διαφορικού Λογιςμού, θα υπϊρχει 𝜉 ∈  1,3  τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 3 − 𝑓 1 

3 − 1
=
 2

2
 

Έχουμε 

𝑓 ′ 𝜉 =
 2

2
⟺

1

2 𝜉 − 1
=
 2

2
⟺  𝜉 − 1 =

 2

2
⟺ 𝝃 =

𝟑

𝟐
 

 

(δ) 𝑓 𝑥 = ln 𝑥 − 1 , 𝑥 ∈  2,4 . Η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι καλϊ οριςμϋνη αφού 𝑥 ∈  2,4 ⇒  𝑥 − 1 ∈  1,3 . 
Επύςησ, ςτο  2,4  εύναι ςυνεχόσ και  ςτο  2,4 παραγωγύςιμη ωσ ςυνθϋςεισ τϋτοιων. Έτςι, από το 
Θεώρημα Μϋςησ Τιμόσ του Διαφορικού Λογιςμού, θα υπϊρχει 𝜉 ∈  2,4  τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 4 − 𝑓 2 

4 − 2
=

ln 3 − ln 1

2
=

ln 3

2
 

Έχουμε 

𝑓 ′ 𝜉 =
ln 3

2
⟺

1

𝜉 − 1
=

ln 3

2
⟺ 𝜉 − 1 =

2

ln 3
⟺ 𝝃 =

𝟐

𝐥𝐧𝟑
+ 𝟏 

 

2. 𝑓 ςυνεχόσ ςτο  𝛼, 𝛽 , παραγωγύςιμη ςτο  𝛼, 𝛽  και αρα από το ΘΜΤ  υπϊρχει 𝑥0 ∈  𝛼, 𝛽  για το οπούο 
ιςχύει 

𝑓 ′ 𝑥0 =
𝑓 𝛽 − 𝑓 𝛼 

𝛽 − 𝛼
=
𝛼 3 − 𝛽 3

𝛽 − 𝛼
= − 3 

Αλλϊ, 𝑓 ′ 𝑥0 = 𝜆𝜀𝜑 . 𝑥0 , 𝑓 𝑥0  = 𝜀𝜑 𝜃 , όπου 𝜃 η γωνύα που  ςχηματύζει η εφαπτομϋνη τησ καμπύλησ 

του γραφόματοσ τησ 𝑓 ςτο ςημεύο  𝑥0, 𝑓 𝑥0   αυτού  με τον ϊξονα 𝑥𝑥 ′ . Έτςι, 

𝜀𝜑 𝜃 = − 3 ⟺ 𝜽 =
𝟐𝝅

𝟑
  αφού 𝜃 ∈  0, 𝜋 . 

3. (α) Αν μια ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη ςτο  𝛼, 𝛽 , τότε υπϊρχει 𝜉 ∈  𝛼, 𝛽  τϋτοιο, ώςτε 
𝑓 𝛽 − 𝑓 𝛼 = 𝑓 ′ 𝑐  𝛽 − 𝛼 : 
ΛΑΘΟΣ. Για παρϊδειγμα, η ςυνϊρτηςη 𝑓:  0,1 → ℝ με τύπο 
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𝑓 𝑥 =  
0, 𝑥 ∈  0 ,  1 

1, 𝑥 = 0

  

παρουςιϊζει αςυνϋχεια ςτο ςημεύο 𝑥 = 0 αλλϊ εύναι παραγωγύςιμη ςτο  0,1  με 𝑓 ′ 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈  0,1 . 
Το ςυμπϋραςμα του ΘΜΤ δεν ιςχύει: 

𝑓 1 − 𝑓 0 

1 − 0
= −1 

 

(β) Αν η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι ςυνεχόσ ςτο  𝛼, 𝛽  και lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 −𝑓 𝑥0 

𝑥−𝑥0
∈ ℝ, ∀𝑥0 ∈  𝛼, 𝛽 , τότε υπϊρχει 

υπϊρχει 𝜉 ∈  𝛼, 𝛽  τϋτοιο, ώςτε 𝑓 𝛽 − 𝑓 𝛼 = 𝑓 ′ 𝜉  𝛽 − 𝛼 : ΣΩΣΤΟ 

Η ςυνθόκη lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 −𝑓 𝑥0 

𝑥−𝑥0
∈ ℝ, ∀𝑥 ∈  𝛼, 𝛽  εύναι ιςοδύναμη με το ότι η παρϊγωγοσ ςυνϊρτηςη τησ 𝑓 

ορύζεται ςτο εςωτερικό του ςυνόλου  𝛼, 𝛽 , δηλ. ςτο  𝛼, 𝛽 . 
 
(γ) ΛΑΘΟΣ. Αντιπαράδειγμα: Έςτω 𝑓:ℝ →  ℝ  με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 1. Η ςυνϊρτηςη δεν εύναι 
ςταθερό, αλλϊ 𝑓 ′ 𝑥 = 1, ∀𝑥 ∈ ℝ. 
 

4. (α) 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈  0, 𝜅 . Πληρούνται οι υποθϋςεισ του ΘΜΤ του ΔΛ για την 𝑓 ςτο διϊςτημα  0, 𝜅 : 
υπϊρχει 𝜉 ∈  0  , 𝜅  τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 𝜅 − 𝑓 0 

𝜅 − 0
=
𝑒𝜅 − 1

𝜅
,   𝛿𝜂𝜆.      𝒆𝝃 =

𝒆𝜿 − 𝟏

𝜿
 

(β) Θα αποδεύξουμε την πιο κϊτω ανύςωςη: 
1 + 𝑥 ≤ 𝑒𝑥 ≤ 1 + 𝑥𝑒𝑥 , 𝑥 ≥ 0 

Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 . Αν το 𝑥 = 0,  τότε ιςχύει η ιςότητα. Έςτω 𝑥 ∈  0  , +∞  
ςταθεροποιημϋνο. Τότε, ορύζεται το διϊςτημα  0, 𝑥 . Εφαρμόζουμε το ΘΜΤ ςτο διϊςτημα αυτό: 

υπϊρχει 𝜉 ∈  0  , 𝑥  τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
=
𝑒𝑥 − 1

𝑥
 

Αλλϊ 𝑓 ′ 𝜉 = 𝑒𝜉  και αρα 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑒𝑥 − 1

𝑥
⟺ 𝑒𝜉 =

𝑒𝑥 − 1

𝑥
⟺ 𝑒𝑥 = 𝑥𝑒𝜉 + 1 > 𝑥 + 1 

αφού 𝜉 ∈  0  , 𝑥 ⇒ 𝑒𝜉 > 𝑒0 = 1. Επύςησ, αφού 𝜉 ∈  0  , 𝑥 => 𝑒𝜉 < 𝑒𝑥  και το πιο πϊνω ςυμπϋραςμα μασ 
δύνει ό,τι 𝑒𝑥 < 1 + 𝑥𝑒𝑥 . 
 

5. Θα αποδείξουμε την πιο κϊτω ανύςωςη: 

1 −
1

𝑥
≤ ln 𝑥 ≤ 𝑥 − 1, 𝑥 > 0 

Αν 𝑥 = 1,  τότε ιςχύει η ιςότητα. Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = ln 𝑥 , 𝑥 > 0. Έςτω 
𝑥 ∈  0  , 1  ςταθεροποιημϋνο. Τότε, ορύζεται το διϊςτημα  𝑥, 1 . Εφαρμόζουμε το ΘΜΤ ςτο διϊςτημα 
αυτό: υπϊρχει 𝜉 ∈  𝑥  , 1  τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 1 − 𝑓 𝑥 

1 − 𝑥
=

ln 1 − ln 𝑥

1 − 𝑥
=
− ln 𝑥

1 − 𝑥
=

ln 𝑥

𝑥 − 1
 

Αλλϊ 𝑓 ′ 𝜉 =
1

𝜉
 και αρα 

𝑓 ′ 𝜉 =
ln 𝑥

𝑥 − 1
⟺

1

𝜉
=

ln 𝑥

𝑥 − 1
 

Όμωσ, 0 < 𝑥 < 𝜉 < 1 ⇒
1

𝜉
<

1

𝑥
 και αρα 

1

𝑥
>

1

𝜉
=

ln 𝑥

𝑥 − 1
⇒

ln 𝑥

𝑥 − 1
<

1

𝑥
  
𝑥−1<0
       ln 𝑥 >

𝑥 − 1

𝑥
= 1 −

1

𝑥
 

Επύςησ, εφαρμόζουμε το προηγούμενο ερώτημα 1 + 𝑦 < 𝑒𝑦 , 𝑦 > 0 για 𝑦 =  ln 𝑥 και παύρνουμε: 
1 + ln 𝑥 < 𝑒 ln 𝑥 ⇒ 1 + ln 𝑥 < 𝑥 ⇒ ln 𝑥 < 𝑥 − 1 

Αν 1 < 𝑥, τότε ακολουθούμε την ύδια διαδικαςύα και επαληθεύουμε την ανύςωςη. 
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6. (α)  Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 𝑕 = 𝑓 − 2𝑖𝑑, όπου  𝑖𝑑 η ταυτοτικό ςυνϊρτηςη. Τότε, η 𝑕 εύναι
 ςυνεχόσ ςτο  𝛼, 𝛽  ωσ ςύνθεςη τϋτοιων
 𝑓 παραγωγύςιμη ςτο  𝛼, 𝛽  ωσ ςύνθεςη τϋτοιων

και ιςχύει ότι 𝑕 𝛼 = 𝑓 𝛼 − 2𝑖𝑑 𝛼 = 2𝛽 − 2𝛼 = 2 𝛼 − 𝛽    και 𝑕 𝛽 = 𝑓 𝛽 − 2𝑖𝑑 𝛽 = 2𝛼 − 2𝛽 =
2 𝛽 − 𝛼  και αρα 𝑕 𝛼 = −𝑕 𝛽 . Συνεπώσ, 𝑕 𝛼 𝑕 𝛽 < 0 και αρα από το Θεώρημα του Bolzano, η 𝑕 
ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο διϊςτημα  𝛼, 𝛽 , δηλ. η εξύςωςη 𝑓 𝑥 = 2𝑥 ϋχει μια τουλϊχιςτον λύςη 
ςτο  𝛼, 𝛽 . 

(β) Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη  𝑕:  𝛼, 𝛽 →  ℝ με τύπο 𝑕 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 2𝛽 Εύναι 𝑕 𝛼 = 𝑓 𝛼 − 2𝛽 = 0. 

Από το ΘΜΤ  υπϊρχει 𝜉1 ∈  𝛼, 𝛽  για το οπούο ιςχύει 𝑕′ 𝜉1 =
𝑕 𝛽 −𝑕 𝛼 

𝛽−𝛼
=

𝑕 𝛽 

𝛽−𝛼
=

𝑓 𝛽 −2𝛽

𝛽−𝛼
=

2𝛼−2𝛽

𝛽−𝛼
=

−
2 𝛽−𝛼 

𝛽−𝛼
= −2. Αλλϊ, 𝑕′ 𝑥 = 𝑓 ′ 𝑥 , ∀𝑥 ∈  𝛼, 𝛽  και αρα 2 = 𝑕′ 𝜉1 = 𝑓 ′ 𝜉1 . Ομούωσ, θεωρούμε τη

ςυνϊρτηςη  𝑕:  𝛼, 𝛽 →  ℝ με τύπο 𝑕 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 2𝛼 Εύναι 𝑕 𝛽 = 𝑓 𝛽 − 2𝛼 = 0. Από το ΘΜΤ  

υπϊρχει 𝜉2 ∈  𝛼, 𝛽  για το οπούο ιςχύει 𝑕′ 𝜉2 =
𝑕 𝛽 −𝑕 𝛼 

𝛽−𝛼
=

−𝑕 𝛼 

𝛽−𝛼
=

2𝛽−𝑓 𝛽 

𝛽−𝛼
=

2𝛽−2𝛼

𝛽−𝛼
=

2 𝛽−𝛼 

𝛽−𝛼
= 2.

Αλλϊ, 𝑕′ 𝑥 = 𝑓 ′ 𝑥 , ∀𝑥 ∈  𝛼, 𝛽  και αρα 2 = 𝑕′ 𝜉2 = 𝑓 ′ 𝜉2 . Συνεπώσ, υπϊρχουν 𝜉1 , 𝜉2 ∈  𝛼, 𝛽  τϋτοια
ώςτε να ιςχύει 𝑓 ′ 𝜉1 𝑓

′ 𝜉2 = 4.


