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Δραςτηριότητεσ ςελ. 120 (Αντίςτροφεσ τριγωνομετρικέσ ςυναρτήςεισ) 

1.  𝛂   𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  
 3

2
 =

𝜋

3
 αφού   𝜂𝜇  

𝜋

3
 =

 3

2
 𝛃   𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 1 = 0  αφού   𝜍𝜐𝜈 0 = 1 

 𝛄   𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 1 =
𝜋

4
 αφού   𝜀𝜑  

𝜋

4
 = 1  𝛅   𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  𝜂𝜇  

2π

3
  =

𝜋

3
 αφού 

𝜋

3
∈  −

𝜋

2
,
𝜋

2
  

Παρατηρόςτε ότι 𝜂𝜇  
2π

3
 = 𝜂𝜇  𝜋 −

2π

3
 = 𝜂𝜇  

π

3
  

 𝛆  𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  
1

2
 = 𝜃 ⟺  𝜍𝜐𝜈  𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  

1

2
  = 𝜍𝜐𝜈𝜃 

Αφού το πεδύο τιμών τησ 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 εύναι το διϊςτημα  −1,1 , τότε αφού 
1

2
> 0, ϋπεται ότι

𝜃 ∈  0,1 . Η υποτεύνουςα του αντύςτοιχου ορθογωνύου τριγώνου εύναι 2 και η απϋναντι ύςη με 

1. Τότε, από το Πυθαγόρειο Θεώρημα, η προςκεύμενη θα εύναι  3. Έτςι,

𝜍𝜐𝜈  𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  
1

2
  = 𝜍𝜐𝜈𝜃 =

 3

2

 𝛔𝛕  𝜂𝜇 2𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 2 :  Έ𝜒𝜊𝜐𝜇𝜀  2𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 2 = 𝜃 ⟺ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 2 =
𝜃

2
⟺ 𝜀𝜑  

𝜃

2
 =  2. 

 Άρα, 

𝜂𝜇 2𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 2 = 𝜂𝜇𝜃 =
2𝜀𝜑  

𝜃
2
 

1 + 𝜀𝜑2  
𝜃
2
 

=
2 2

1 + 2
=

2 2

3

2.  𝛂   𝜂𝜇  𝜏𝜊𝜉𝜍𝜑  −
1

2
  . Θέτουμε  𝜏𝜊𝜉𝜍𝜑  −

1

2
 = 𝜃 ⟺ 𝜍𝜑𝜃 = −

1

2
. 

Αφού το ςύνολο τιμών τησ 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜑 είναι το διάςτημα  0, 𝜋 , τότε αφού −
1

2
< 0, ϋπεται ότι 

𝜃 ∈  
𝜋

2
, 𝜋 . Έτςι, 

𝜍𝜑2𝜃 + 1 = 𝜍𝜏𝜀𝜇2𝜃 ⟺ ς𝜏𝜀𝜇𝜃 =  𝜍𝜑2𝜃 + 1 

(αφού 𝜃 ∈  
𝜋

2
, 𝜋 ⇒ 𝜍𝜏𝜀𝜇𝜃 > 0) και τελικϊ, 

𝜍𝜏𝜀𝜇𝜃 =  
1

4
+ 1 =  

5

4
=
 5

2

και αρα 

𝜼𝝁𝜽 =
𝟐 𝟓

𝟓
. 

 𝛃  𝜍𝜐𝜈  𝜏𝜊𝜉𝜍𝜑  −
1

2
  . Θέτουμε  𝜏𝜊𝜉𝜍𝜑  −

1

2
 = 𝜃 ⟺ 𝜍𝜑𝜃 = −

1

2
. 

Αφού το πεδίο τιμών τησ 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜑  είναι το διάςτημα  0, 𝜋 , τότε αφού −
1

2
< 0, ϋπεται ότι 

𝜃 ∈  
𝜋

2
, 𝜋 . Έτςι, 

𝜍𝜑2𝜃 + 1 = 𝜍𝜏𝜀𝜇2𝜃 ⟺ 𝜍𝜏𝜀𝜇2𝜃 =
5

4

Συνεπώσ, από την ταυτότητα 𝜂𝜇2𝜃 + 𝜍𝜐𝜈2𝜃 = 1 (και αφού 𝜃 ∈  
𝜋

2
, 𝜋 ⇒ 𝜍𝜐𝜈𝜃 < 0) 

λαμβϊνουμε  

𝝈𝝊𝝂𝜽 = −
 𝟓

𝟓

3. Κατ'αρχϊσ, το κοινό πεδύο οριςμού των ςυναρτόςεων 𝑥 ↦ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

𝑥
  και 𝑥 ↦ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥  εύναι 

το ℝ∗. Θα δεύξουμε ιςοδύναμα ότι 
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𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

𝑥
 + 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 =

 
 
 

 
 
𝜋

2
, 𝑥 > 0

−
𝜋

2
, 𝑥 < 0

  

▶ Έςτω πρώτα ότι 𝑥 > 0. Τότε, θϋτουμε 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 = 𝜃   𝑥 > 0 ⟺ 𝜀𝜑𝜃 = 𝑥,   𝜃 ∈  0,
𝜋

2
  και 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

𝑥
 = 𝜑  𝑥 > 0 ⟺ 𝜀𝜑𝜑 =

1

𝑥
,   𝜑 ∈  0,

𝜋

2
 , Χρηςιμοποιώντασ  γνωςτό μασ ταυτότητα2 

ϋχουμε 

𝜍𝜑 𝜃 + 𝜑 =
𝜍𝜑𝜃 ∙ 𝜍𝜑𝜑 − 1

𝜍𝜑𝜃 + 𝜍𝜑𝜑
, 𝛿𝜂𝜆. 𝜍𝜑 𝜃 + 𝜑 =

𝜍𝜑𝜃 ∙ 𝜍𝜑𝜑 − 1

𝜍𝜑𝜃 + 𝜍𝜑𝜑
=

1
𝑥
∙ 𝑥 − 1

𝑥 +
1
𝑥

= 0 

και αρα αφού  𝜃 + 𝜑 ∈  0, 𝜋 , ϋχουμε ότι 𝜃 + 𝜑 =
𝜋

2
= 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜑0, δηλ. 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

𝑥
 + 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 =

𝜋

2
 

Διαφορετικϊ, θϋτουμε 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 = 𝜃   𝑥 > 0 ⟺ 𝜀𝜑𝜃 = 𝑥,   𝜃 ∈  0,
𝜋

2
  και αν 𝜑 =

𝜋

2
− 𝜃, τότε 

𝜑 ∈  0,
𝜋

2
  και 𝜀𝜑𝜑 = 𝜀𝜑  

𝜋

2
− 𝜃 = 𝜍𝜑𝜃 =

1

𝑥
. Έτςι, 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

𝑥
 + 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 = 𝜃 + 𝜑 =

𝜋

2
 

Το πιο κϊτω ςχόμα μασ δύνει να καταλϊβουμε τη ςυμμετρύα και τη λογικό των πιο πϊνω 
τρόπων: 
 

  
▶ Για την περύπτωςη που 𝑥 < 0, δουλεύουμε εντελώσ όμοια και ευρύςκουμε  

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

𝑥
 + 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 = −

𝜋

2
 

ό χρηςιμοποιώντασ το ότι 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 −𝑥 = −𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 . 

4. Θα υπολογύςουμε το 𝜂𝜇 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥   ςυναρτόςει του 𝑥. 

▶ Έςτω πρώτα ότι 𝑥 > 0. Τότε, θϋτουμε 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 = 𝜃   𝑥 > 0 ⟺ 𝜀𝜑𝜃 = 𝑥,   𝜃 ∈  0,
𝜋

2
 . 

Ευρύςκουμε ϋκφραςη του 𝜂𝜇𝜃 εύτε με το τριγωνϊκι το οπούο θα ϋχει υποτεύνουςα  1 + 𝑥2 και 
προςκεύμενη πλευρϊ τησ γωνύασ 𝜃 την  𝑥 = 𝑥, εύτε με τριγωνομετρικούσ χειριςμούσ: από τη 
γνωςτό τριγωνομετρικό ταυτότητα 

𝜂𝜇2𝜃 =
𝜀𝜑2𝜃

1 + 𝜀𝜑2𝜃
 

και το ότι 𝜃 ∈  0,
𝜋

2
 ⇒ 𝜂𝜇𝜃 > 0, ϋχουμε ότι 

𝜂𝜇 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥  = 𝜂𝜇𝜃 =  
𝜀𝜑2𝜃

1 + 𝜀𝜑2𝜃
=  

𝑥2

1 + 𝑥2
=

 𝑥 

 1 + 𝑥2
=   

𝑥

 1 + 𝑥2
   (𝛼𝜑𝜊ύ 𝑥 > 0) 

▶ Για την περύπτωςη που 𝑥 < 0, δουλεύουμε εντελώσ όμοια και ευρύςκουμε (πϊλιν) 

                                                           
2
 𝜍𝜑 𝛼 + 𝛽 =

𝜍𝜑𝛼 ∙𝜍𝜑𝛽 −1

𝜍𝜑𝛼 +𝜍𝜑𝛽
 

 

 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 = 𝜃

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

𝑥
 = 𝜑

 ⟺  

 ε𝜑 𝜃 = 𝑥

𝜀𝜑 𝜑 =
1

𝑥

  

⟺ 𝜃 + 𝜑   
𝜋
2

=  𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 + 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

𝑥
  

𝜽 

𝝋 

𝒙 
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𝜂𝜇 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥  =
𝑥

 1 + 𝑥2
 

και αυτό αντανακλϊ το γεγονόσ ότι οι τριγωνομετρικού αριθμού 𝜂𝜇𝜃 και 𝜀𝜑𝜃 εύναι ομόςημοι 

ςε κϊθε ϋνα από τα διαςτόματα  0,
𝜋

2
  και  −

𝜋

2
, 0 . 

▶ Για την περύπτωςη που 𝑥 = 0, δεν ϋχουμε να δεύξουμε κϊτι. 

Θα υπολογύςουμε το 𝜍𝜐𝜈 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜑 𝑥   ςυναρτόςει του 𝑥. Το Πεδύο τιμών τησ 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜑 εύναι το 

 0, 𝜋 . 

  

𝒙 > 0 𝒙 < 0 

▶ Έςτω πρώτα ότι 𝑥 > 0. Τότε, θϋτουμε 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜑 𝑥 = 𝜑   𝑥 > 0 ⟺ 𝜍𝜑𝜑 = 𝑥,   𝜑 ∈  0,
𝜋

2
 . 

Ευρύςκουμε ϋκφραςη του 𝜍𝜐𝜈𝜑 εύτε με το τριγωνϊκι το οπούο θα ϋχει υποτεύνουςα  1 + 𝑥2 
και προςκεύμενη πλευρϊ τησ γωνύασ 𝜑 την  𝑥 = 𝑥, εύτε με τριγωνομετρικούσ χειριςμούσ: από 
τη γνωςτό τριγωνομετρικό ταυτότητα 

𝜍𝜐𝜈2𝜑 =
𝜍𝜑2𝜑

1 + 𝜍𝜑2𝜑
 

και το ότι 𝜑 ∈  0,
𝜋

2
 ⇒ 𝜍𝜐𝜈𝜑 > 0, ϋχουμε ότι 

𝜍𝜐𝜈 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜑 𝑥  = 𝜍𝜐𝜈𝜑 =  
𝜍𝜑2𝜑

1 + 𝜍𝜑2𝜑
=  

𝑥2

1 + 𝑥2
=

 𝑥 

 1 + 𝑥2
=   

𝑥

 1 + 𝑥2
   (𝛼𝜑𝜊ύ 𝑥 > 0) 

▶ Για την περύπτωςη που 𝑥 < 0, δουλεύουμε εντελώσ όμοια και ευρύςκουμε (πϊλιν) 

𝜍𝜐𝜈 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜑 𝑥  =
𝑥

 1 + 𝑥2
 

και αυτό αντανακλϊ το γεγονόσ ότι οι τριγωνομετρικού αριθμού 𝜍𝜐𝜈𝜑 και 𝜍𝜑𝜑 εύναι ομόςημοι 

ςε κϊθε ϋνα από τα διαςτόματα  0,
𝜋

2
  και  −

𝜋

2
, 0 . 

▶ Για την περύπτωςη που 𝑥 = 0, δεν ϋχουμε να δεύξουμε κϊτι. 

'Αςκηςη για τον αναγνώςτη: Κϊντε ςχόμα όπωσ ςτο προηγούμενο ερώτημα 
 
Εναλλακτικόσ τρόποσ επίλυςησ τησ 3 
Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 

𝑓: ℝ∗ → ℝ  με  𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

𝑥
 + 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥  

Τότε η 𝑓 εύναι καλϊ οριςμϋνη αφού το κοινό πεδύο οριςμού των ςυναρτόςεων 𝑥 ↦ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

𝑥
  και 

𝑥 ↦ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥  εύναι το ℝ∗ και παραγωγύςιμη ςτο ςύνολο αυτό με 

𝑓 ′ 𝑥 =  𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

𝑥
  

′

+  𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥  
′

=
 

1
𝑥
 
′

1 +  
1
𝑥
 

2 +
1

1 + 𝑥2
= −

1

1 + 𝑥2
+

1

1 + 𝑥2
= 0 

 ∀𝑥 ∈ ℝ∗  και αρα η 𝑓 εύναι ςταθερό ςε κϊθε ςυνεκτικό ςυνιςτώςα του (μη-ςυνεκτικού) ςυνόλου 
ℝ∗ =  −∞  , 0 ∪  0  , +∞ . Τότε, από γνωςτό μασ Πόριςμα, υπϊρχουν (πραγματικϋσ) ςταθερϋσ 𝑐1  και 𝑐2  
τϋτοιεσ ώςτε 

 1,0  

 1,0  
 1, 𝑥  

 1, 𝑥  
𝑥 

𝑥 

𝑦 
𝑦 

 𝑥 = 𝑥  𝑥 = −𝑥 

𝜽 
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𝑓 𝑥 =  

𝑐1 , 𝑥 < 0

𝑐2, 𝑥 > 0

  

Αλλϊ, 𝑓 1 = 2𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 1 = 2 ∙
𝜋

4
=

𝜋

2
 και αρα 𝑐2 =

𝜋

2
 και 𝑓 −1 = 2𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 −1 = 2 ∙  −

𝜋

4
 = −

𝜋

2
 και αρα 

𝑐1 = −
𝜋

2
. Έτςι, τελικϊ, 

𝑓 𝑥 =

 
 
 

 
 −

𝜋

2
, 𝑥 < 0

𝜋

2
, 𝑥 > 0

  

 

Δραςτηριότητεσ ςελ. 124 (Παράγωγοσ αντίςτροφων τριγωνομετρικών ςυναρτήςεων) 

1.  𝛂 lim𝑥→0
𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑥

𝑒2𝑥−1
. Λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 ϋχουμε ότι 

lim
𝑥→0

𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  lim
𝑥→0

𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇0 = 0 

και εύκολα να δούμε ότι για κϊθε 𝑥 ∈  −1,0 ∪ (0,1) εύναι 𝑒2𝑥 − 1 ≠ 0. Επύςησ, λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ 
ςυνϊρτηςησ 𝑒𝑥  ϋχουμε 

lim
𝑥→0

 𝑒2𝑥 − 1 = 𝑒
lim
𝑥→0

 2𝑥 
− 1 = 𝑒0 − 1 = 0 

και αρα, από Θεώρημα του DLH, ϋχουμε ότι 

lim
𝑥→0

𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥

𝑒2𝑥 − 1
= lim

𝑥→0

 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥 ′

 𝑒2𝑥 − 1 ′
= lim

𝑥→0

1

 1 − 𝑥2

2𝑒2𝑥
= lim

𝑥→0

1

2𝑒2𝑥 1 − 𝑥2
=

1

2lim
𝑥→0

𝑒2𝑥 1 − 𝑥2
=

1

2𝑒0 1 − 0
=

1

2
 

 𝛃 lim𝑥→0
𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑥

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  2𝑥 
. Λόγω τησ ςυνϋχειασ των ςυναρτόςεων 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 και 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 ϋχουμε ότι 

lim
𝑥→0

𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥 = 0 = lim
𝑥→0

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 2𝑥  

Το πεδύο οριςμού τησ 𝑥 ↦ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 2𝑥  εύναι το ℝ και όπωσ ϋχουμε όδη δει, θα εύναι 
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 2𝑥 ≠ 0, ∀𝑥 ∈  −∞, 0 ∪  0,∞  

και αρα, από Θεώρημα του DLH, ϋχουμε ότι 

lim
𝑥→0

𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 2𝑥 
= lim

𝑥→0

 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥 ′

 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 2𝑥  
′

= lim
𝑥→0

1

 1 − 𝑥2

2
1 + 4𝑥2

=
1

2
lim
𝑥→0

1 + 4𝑥2

 1 − 𝑥2
=

1

2

lim
𝑥→0

 1 + 4𝑥2 

lim
𝑥→0

 1 − 𝑥2
=

1

2
 

 𝛄 lim𝑥→0
𝜂𝜇  2𝑥 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  2𝑥 
. Ακριβώσ όπωσ και ςτα δυο προηγούμενα ερωτόματα ϋχουμε από Θεώρημα του DLH, 

ότι 

lim
𝑥→0

𝜂𝜇 2𝑥 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 2𝑥 
= lim

𝑥→0

 𝜂𝜇 2𝑥  
′

 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 2𝑥  
′

= lim
𝑥→0

2𝜍𝜐𝜈 2𝑥 

2
1 + 4𝑥2

= lim
𝑥→0

  1 + 4𝑥2 𝜍𝜐𝜈 2𝑥  =  1 + 4 ∙ 02 𝜍𝜐𝜈 2 ∙ 0 

= 1 
Παρατήρηςη: 

lim
𝑥→0

𝜂𝜇 2𝑥 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 2𝑥 
= lim

𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥
 

 𝛅 lim𝑥→0

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 −𝑥+
𝑥3

3

𝑥3 . Ακριβώσ όπωσ και ςτα προηγούμενα ερωτόματα ϋχουμε από Θεώρημα του DLH, 

ότι 

lim
𝑥→0

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 − 𝑥 +
𝑥3

3
𝑥3 = lim

𝑥→0

 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 − 𝑥 +
𝑥3

3
 
′

 𝑥3 ′
= lim

𝑥→0

 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 − 𝑥 +
𝑥3

3
 
′

 𝑥3 ′
= lim

𝑥→0

1
1 + 𝑥2 − 1 + 𝑥2

3𝑥2 =
1

3
lim
𝑥→0

𝑥2

1 + 𝑥2 = 0 

 

 

2.   𝛂 𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  
𝑥

2
 . Είναι 

𝐷 𝑓 =  
𝑥

2
∈  −1,1  =  𝑥 ∈  −2,2   

Η ςυνϊρτηςη εύναι παραγωγύςιμη ςτο εςωτερικό του ςυνόλου  −2,2 , ότοι ςτο  −2,2  με 
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𝑓 ′ 𝑥 =
 
𝑥
2
 
′

 1 −  
𝑥
2
 

2
=

1

2 1 −
𝑥2

4

=
1

 4 − 𝑥2
, ∀𝑥 ∈   −2,2  

 𝛃  𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  
1 − 𝑥

 2
 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 

 2

2
 1 − 𝑥  . Είναι 𝐷 𝑓 =  

 2

2
 1 − 𝑥 ∈  −1,1   Επύςησ. 

 2

2
 1 − 𝑥 ∈  −1,1 ⟺  1 − 𝑥 ∈  − 2, 2 ⟺  −𝑥 ∈  −1 −  2,  2 − 1  

⟺ 𝑥 ∈  −  2 − 1 , − −1 −  2  ⟺ 𝑥 ∈  1 −  2, 1 +  2  

και αρα 𝐷 𝑓 =  1 −  2, 1 +  2 . Η ςυνϊρτηςη εύναι παραγωγύςιμη ςτο εςωτερικό του ςυνόλου 

 1 −  2, 1 +  2 , ότοι ςτο  1 −  2, 1 +  2  με 

𝑓 ′ 𝑥 =

 
 2
2
 1 − 𝑥  

′

 1 −  
 2
2
 1 − 𝑥  

2
= −

 2

2
∙

1

 1 −
 1 − 𝑥 2

2

= −
1

 2 −  1 − 𝑥 2
,   

∀𝑥 ∈   1 −  2, 1 +  2  

 𝛄 𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝜀𝜑2𝑥 . Έςτω 𝑔 η ςυνϊρτηςη με τύπο 𝑔 𝑥 = 𝜀𝜑2𝑥. Τότε 

𝐷 𝑓 =  𝑥 ∈ 𝐷 𝑔 : 𝜀𝜑2𝑥 ∈ ℝ = 𝐷 𝑔 =  𝑥 ≠
𝜅𝜋

2
, 𝜅 ∈ ℤ −  0   

Για 𝑥 ∈   𝜅𝜋, 𝜅𝜋 +
𝜋

2
 ∪  𝜅𝜋 +

𝜋

2
,  𝜅 + 1 𝜋   𝜅∈ℤ  εύναι 

𝑓 ′ 𝑥 =
 𝜀𝜑2𝑥 ′

1 +  𝜀𝜑2𝑥 2
=

2𝜀𝜑𝑥 ∙ 𝜏𝜀𝜇2𝑥

1 + 𝜀𝜑4𝑥
 

 𝛅 𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 +  1 + 𝑥2 . Εύναι 𝐷 𝑓 =   𝑥 +  1 + 𝑥2 ∈ ℝ = ℝ και ∀𝑥 ∈ ℝ είναι 

𝑓 ′ 𝑥 =
 𝑥 +  1 + 𝑥2 

′

1 +  𝑥 +  1 + 𝑥2 
2 =

1 +
𝑥

 1 + 𝑥2

1 +  𝑥 +  1 + 𝑥2 
2 =

1

2 1 + 𝑥2 
 

 𝛆  𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈  
1

𝑥
 . Εύναι 𝐷 𝑓 =  

1

𝑥
∈  −1,1  .  Αλλά, 

1

𝑥
∈  −1,1 ⟺ −1 ≤

1

𝑥
≤ 1 ⟺  −1 ≤

1

𝑥
 ∨  

1

𝑥
≤ 1 ⟺  𝑥 ≤ −1 ∨  1 ≤ 𝑥  

3δηλ. 
𝐷 𝑓 =  −∞,−1 ∪  1, +∞ = ℝ −  −1,1  

Στα ςημεύα 𝑥 = ±1 η ςυνϊρτηςη δεν εύναι παραγωγύςιμη. Έτςι, ∀𝑥 ∈  −∞,−1 ∪  1, +∞ = ℝ −  −1,1  
εύναι 

𝑓 ′ 𝑥 = −
 

1
𝑥
 
′

 1 −  
1
𝑥
 

2
= −

−
1
𝑥2

 1 −
1
𝑥2

=
1

 𝑥  𝑥2 − 1
 

Παρατόρηςη: ϋνα ςημεύο, το 𝑥 = 0 'προκϊλεςε' την αφαύρεςη ενόσ ολόκληρου διαςτόματοσ του Π.Ο. τησ 
𝑓, του  −1,1 . 
 

3.  𝑓 𝑥 = 3𝑥 − 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑥 . Κατ'αρχϊσ, εύναι 𝐷 𝑓 =  −1,1  και ςτα ςημεύα 𝑥 = ±1 η ςυνϊρτηςη δεν εύναι 

παραγωγύςιμη. Συνεπώσ, αυτϊ εύναι και κρύςιμα ςημεύα αυτόσ. Επύςησ, για κϊθε𝑥 ∈  −1,1  εύναι 

𝑓 ′ 𝑥 = 3 −
1

 1 − 𝑥2
=

3 1 − 𝑥2 − 1

 1 − 𝑥2
 

και αρα 

𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⟺ 3 1 − 𝑥2 − 1 = 0 ⟺  1 − 𝑥2 =
1

3
⟺ 𝑥 = ±

2 2

3
∈  −1,1  

Άρα, τελικά, τα κρίςιμα ςημεία τησ 𝒇 είναι τα 𝒙 = ±
𝟐 𝟐

𝟑
, ±𝟏 

                                                           
3
 Διαφορετικϊ, −1 ≤

1

𝑥
≤ 1 ⟺

1

 𝑥 
≤ 1 ⟺  𝑥 ≥ 1 
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Παρατήρηςη: Αν θέλουμε να μελετήςουμε τη γραφική παράςταςη τησ ςυνάρτηςησ, κατα τα 
γνωςτά βρίςκουμε ότι το γράφημά τησ παρουςιάζει: 

▶Τοπικό μέγιςτο (το οποίο είναι και ολικό) ςτο ςημείο 

 
𝟐 𝟐

𝟑
, 𝑓  

𝟐 𝟐

𝟑
  =  

𝟐 𝟐

𝟑
, 𝟐 𝟐 − 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  

𝟐 𝟐

𝟑
  ≈  

𝟐 𝟐

𝟑
, 𝟏. 𝟔  

▶Τοπικό ελάχιςτο (το οποίο είναι και ολικό) ςτο ςημείο 

 

 −
𝟐 𝟐

𝟑
, 𝑓  −

𝟐 𝟐

𝟑
 

       
𝑓 𝜋𝜀𝜌𝜄𝜏𝜏 ή  

 =  −
𝟐 𝟐

𝟑
,−𝑓  

𝟐 𝟐

𝟑
  ≈  −

𝟐 𝟐

𝟑
,−𝟏. 𝟔  

▶Σημείο καμπήσ ςτο ςημείο  𝟎, 𝒇 𝟎  =  𝟎, 𝟎  και ανάλογα η ςτροφή των κοίλων 

▶Τοπικά ακρότατα είναι επίςησ τα ςημεία 𝟏, 𝒇 𝟏   και  −𝟏,−𝒇 𝟏   

 

4.  𝜶 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 2𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 . Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ και η ςυνϊρτηςη εύναι παντού παραγωγύςιμη. Έτςι, τα 

μόνα κρύςιμα ςημεύα τησ εύναι τα ςημεύα ςτα οπούα 𝑓 ′ 𝑥 = 0. Έχουμε: 

𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⟺ 1 −
2

1 + 𝑥2
= 0 ⟺

𝑥2 − 1

1 + 𝑥2
= 0 ⟺ 𝑥2 − 1 = 0 ⟺ 𝑥 = ±1 

Για να βρούμε το εύδοσ του ακρότατου ςτα ςημεύα αυτϊ, χρηςιμοποιούμε το Κριτόριο τησ Δευτϋρασ 
Παραγώγου: 

𝑓 ′′  𝑥 =
4𝑥

 1 + 𝑥2 2
, ∀𝑥 ∈ ℝ 

και αφού 𝑓 ′′  −1 = −2 < 0, ϋπεται ότι το ςημεύο  −1, 𝑓 −1  =  −1,−1 − 2𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 −1  =

 −1,−1 − 2  −
𝜋

4
  =  −1,−1 +

𝜋

2
  εύναι ςημεύο τοπικού μεγύςτου του γραφόματοσ τησ 𝑓 και αφού 

𝑓 ′′  1 = 2 > 0, ϋπεται ότι το ςημεύο  1, 𝑓 1  =  1, −𝑓 −1  =  −1, 1 −
𝜋

2
  εύναι ςημεύο τοπικού 

ελαχύςτου του γραφόματοσ τησ 𝑓. Χρηςιμοποιόςαμε το ότι η 𝑓 εύναι περιττό ςυνϊρτηςη. 
 𝜷 𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 𝑥2 . Εύναι 𝐷 𝑓 =  −1,1  και η ςυνϊρτηςη εύναι παραγωγύςιμη ςτο εςωτερικό του 
πεδύου οριςμού τησ, δηλ. ςτο  −1,1 . Έτςι, τα ςημεύα 𝑥 = ±1 εύναι κρύςιμα ςημεύα τησ 𝑓. Επύςησ, 

𝑓 ′ 𝑥 = −
 𝑥2 ′

 1 −  𝑥2 2
= −

2𝑥

 1 − 𝑥4
, ∀ 𝑥 ∈  −1,1  

και αρα 𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⟺ 2𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0 ∈  −1,1 . 
Για να βρούμε το εύδοσ του ακρότατου ςτα ςημεύα αυτϊ, χρηςιμοποιούμε το Κριτόριο τησ Πρώτησ 
Παραγώγου: 
Παρατηρούμε ότι για κϊθε 𝑥 ∈  −1,0  εύναι 𝑓 ′ 𝑥 > 0 και αρα η 𝑓 γνηςύωσ αύξουςα (και λόγω τησ 
ςυνϋχειασ τησ 𝑓 ςτο ςημεύο 𝑥 = −1 εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο    −1,0   για κϊθε 𝑥 ∈  0,1  εύναι 
𝑓 ′ 𝑥 < 0 και αρα η 𝑓 γνηςύωσ φθύνουςα (και λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ 𝑓 ςτα ςημεύα 𝑥 = 0,1 εύναι 
γνηςύωσ φθύνουςα ςτο  0,1 ) και αρα αφού 𝑓 ′ 0 = 0, από το κριτόριο πρώτησ παραγώγου ϋχουμε ότι 

το ςημεύο  0, 𝑓 0  =  0, 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 0  =  0,
𝜋

2
  εύναι ςημεύο τοπικού μεγύςτου του γραφόματοσ τησ 𝑓. 

Επύςησ, το ςημεύο  −1, 𝑓 −1  =  −1, 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 −1  =  −1, 0  και  1, 𝑓 1  =  1, 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 1  =  1, 0  

εύναι τοπικϊ ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ. 
 
 𝜸 𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑒𝑥 . Η 𝑓 εύναι ςύνθεςη τησ 𝑥 ↦ 𝑔 𝑥 = 𝑒𝑥  με την 𝑥 ↦ 𝑕 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑥 . Συνεπώσ, (για 
να ϋχει νόημα η ςύνθεςη αυτό, όπωσ φυςικϊ κϊναμε και ςτισ προηγούμενεσ αςκόςεισ), 

𝐷 𝑓 =  𝑥 ∈ 𝐷 𝑔 : 𝑔 𝑥 ∈ 𝐷(𝑕) =  𝑥 ∈ ℝ: 𝑒𝑥 ∈  −1,1   
Αλλϊ, 𝑒𝑥 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ και αρα 𝐷 𝑓 =  𝑥 ∈ ℝ: 𝑒𝑥 ∈  0,1  , δηλ. 𝐷 𝑓 =  −∞, 0  αφού η 𝑔 εύναι γνηςύωσ 
αύξουςα με 𝑔−1 1 = 0 και lim𝑥→−∞ 𝑔 𝑥 = 0. Η 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη ςτο πεδύο οριςμού τησ (ωσ 
ςύνθεςη τϋτοιων) με 

𝑓 ′ 𝑥 =
 𝑒𝑥 ′

 1 −  𝑒𝑥 2
=

𝑒𝑥

 1 − 𝑒2𝑥
> 0, ∀𝑥 ∈  −∞, 0  

και αρα η 𝑓 εύναι γνηςύωσ αύξουςα παντού ςτο Π.Ο.τησ με 

max
𝑥∈ −∞,0 

𝑓 𝑥 = 𝑓 0 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑒0 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 1 =
𝜋

2
 

 

5. Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 
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𝑓:  0,1 → ℝ  𝜇𝜀 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥 
Εύναι καλϊ οριςμϋνη, αφού το πεδύο οριςμού τησ ταυτοτικόσ εύναι όλο το ℝ και τησ 𝑥 ↦ 𝑕 𝑥 =
𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑥 εύναι το διϊςτημα  −1,1 . Επύςησ, η 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη ςτο  0,1  με 

𝑓 ′ 𝑥 = 1 −
1

 1 − 𝑥2
=
 1 − 𝑥2 − 1

 1 − 𝑥2
, ∀𝑥 ∈  0,1  

Αλλϊ, 

∀𝑥 ∈  0,1 ,  1 − 𝑥2 > 1 ⇒ ∀𝑥 ∈  0,1 ,  1 − 𝑥2 − 1 < 0 
δηλ. 𝑓 ′ 𝑥 < 0, ∀𝑥 ∈  0,1  και αρα η 𝑓 εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο  0,1  και αρα, αφού  𝑓 0 = 0 και 
λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ ςτο 𝑥 = 0, θα εύναι 𝑓 𝑥 ≤ 0 = 𝑓 0 , ∀𝑥 ∈  0,1  με την ιςότητα 

μόνο για 𝑥 = 0. Τϋλοσ, αφού 𝑓 1 = 1 − 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇1 = 1 −
𝜋

2
< 0, ϋπεται ότι 

𝑓 𝑥 ≤ 0 = 𝑓 0 , ∀𝑥 ∈  0,1  
δηλ. 𝑥 − 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥 ≤ 0, ∀𝑥 ∈  0,1 , δηλ. 𝑥 ≤ 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥, ∀𝑥 ∈  0,1  με την ιςότητα μόνο για 𝑥 = 0. 
 

Δραςτηριότητεσ ςελ. 124 (Ενότητασ) 

1. Θϋτουμε  𝜃 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  
4

5
 . Τότε αφού το  

4

5
∈  −1,1 , ϋχουμε  

𝜃 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  
4

5
 ⟺

4

5
= 𝜂𝜇𝜃 

Θυμηθεύτε: 𝜂𝜇𝑦 = 𝑥 ⟺ 𝑦 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥 + 2𝑘𝜋   𝜅 ∈ ℤ  
 

2. Έχουμε 

𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈  
3

4
 = 𝑦 ⟺

3

4
= 𝜍𝜐𝜈𝑦, 𝑦 ∈  0, 𝜋    𝜅𝛼𝜄  𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈  

 7

4
 = 𝑧 ⟺

 7

4
= 𝜍𝜐𝜈𝑧, 𝑧 ∈  0, 𝜋  

Έτςι,  𝑦 + 𝑧 ∈  0,2𝜋  και 

𝜍𝜐𝜈 𝑦 + 𝑧 = 𝜍𝜐𝜈𝑦 ∙ 𝜍𝜐𝜈𝑧 − 𝜂𝜇𝑦 ∙ 𝜂𝜇𝑧 =
3

4
∙
 7

4
−
 7

4
∙

3

4
= 0 

και αρα     𝑦 + 𝑧 = 𝜅𝜋 +
𝜋

2
, 𝜅 ∈ ℤ. Αλλϊ,  𝑦 + 𝑧 ∈  0,2𝜋  και αρα, ςύμφωνα με την πιο πϊνω,  𝑦 + 𝑧 =

𝜋

2
, 

δηλ. 

𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈  
3

4
 + 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈  

 7

4
 =

𝜋

2
. 

 

3. Λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 ϋχουμε ότι 

lim
𝑥→0+

𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 1 − 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈  lim
𝑥→0+

 1 − 𝑥  = 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈1 = 0 

και εύκολα να δούμε ότι για κϊθε 𝑥 ∈ (0,1) εύναι  𝑥 ≠ 0. Επύςησ, λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ 

𝑥 →  𝑥 ϋχουμε 

lim
𝑥→0+

 𝑥 =  0 = 0 

και αρα, από Θεώρημα του DLH, ϋχουμε ότι 

lim
𝑥→0+

𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 1 − 𝑥 

 𝑥
= lim

𝑥→0+

 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 1 − 𝑥  
′

  𝑥 
′

= lim
𝑥→0+

−
−1

 1 −  1 − 𝑥 2

1

2 𝑥

= 2 lim
𝑥→0+

 𝑥

 𝑥 2 − 𝑥 
= 2 lim

𝑥→0+
 

1

2 − 𝑥
 

= 2 
1

2
= 2 ∙

 2

2
=  2 

 

4. 𝜶 𝑓 𝑥 =
𝑥

2
𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑥 +

𝑥

2
 1 − 𝑥2 =

𝑥

2
 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑥 +  1 − 𝑥2  

Το πεδύο οριςμού τησ 𝑓 εύναι το πεδύο οριςμού τησ πρόςθεςησ των ςυναρτόςεων 𝑥 ↦ 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑥  και 

𝑥 ↦  1 − 𝑥2, δηλ. 
𝐷 𝑓 =  −1,1 ∩  1 − 𝑥2 ≥ 0          

 −1,1 

=  −1,1  

Στο εςωτερικό του ςυνόλου αυτού, δηλ. ςτο  −1,1  η 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη με 

𝑓′ 𝑥 =
1

2
𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑥 +

𝑥

2
∙

1

 1 − 𝑥2
+

1

2
 1 − 𝑥2 −

𝑥

2
∙

𝑥

 1 − 𝑥2
=

1

2
𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑥 −

2𝑥2 − 𝑥 − 1

 1 − 𝑥2
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ό 

𝑓 ′ 𝑥 =
1

2
𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑥 +

 2𝑥 + 1  1 − 𝑥2

2 𝑥 + 1 
 

 𝜷 𝑓 𝑥 = 2𝑥𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 − ln 1 + 𝑥2 . Το πεδύο οριςμού τησ 𝑓 εύναι το πεδύο οριςμού τησ πρόςθεςησ των 
ςυναρτόςεων 𝑥 ↦ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥  και 𝑥 ↦ ln 1 + 𝑥2 . Και οι δυο αυτϋσ ςυναρτόςεισ ϋχουν π.ο. το ℝ. Άρα, 
𝐷 𝑓 = ℝ. Στο ςύνολο αυτό η 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη με 

𝑓 ′ 𝑥 = 2𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 + 2𝑥 ∙
1

1 + 𝑥2
−

2𝑥

1 + 𝑥2
= 2𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥  

 𝜸 𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  1 − 𝑥 . Η 𝑓 εύναι ςύνθεςη τησ 𝑥 ↦ 𝑔 𝑥 =  1 − 𝑥 με την 𝑥 ↦ 𝑕 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 𝑥 . 

Συνεπώσ, (για να ϋχει νόημα η ςύνθεςη αυτό, όπωσ φυςικϊ κϊναμε και ςτισ προηγούμενεσ αςκόςεισ), 

𝐷 𝑓 =  𝑥 ∈ 𝐷 𝑔 : 𝑔 𝑥 ∈ 𝐷(𝑕) =  𝑥 ∈  −∞ ,  1 :  1 − 𝑥 ∈  0,1  =  0,1  

Στο εςωτερικό του ςυνόλου αυτού, δηλ. ςτο  0,1  η 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη με 

𝑓′  𝑥 =
  1 − 𝑥 

′

 1 −   1 − 𝑥 
2

= −
1

2 𝑥 1 − 𝑥 
 

5.  𝑓 𝑥 = 𝜏𝜀𝜇𝑥 =
1

𝜍𝜐𝜈 𝑥
 

Το πεδύο οριςμού τησ 𝑓 εύναι το ςύνολο  𝜍𝜐𝜈𝑥 ≠ 0 =  𝑥 ≠ 𝜅𝜋 +
𝜋

2
, 𝜅 ∈ ℤ . Η ςυνϊρτηςη λοιπόν ϋχει 

πόλουσ τϊξησ 1 ςτα ςημεύα 𝑥 = 𝜅𝜋 +
𝜋

2
, 𝜅 ∈ ℤ και αρα κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ. Ξϋρουμε ότι η 

ςυνϊρτηςη 𝑥 ↦ 𝜍𝜐𝜈𝑥 εύναι περιοδικό με περύοδο 𝑇 = 2𝜋. Επύςησ, παρατηρούμε ότι  𝜍𝜐𝜈𝑥 ′ = −𝜂𝜇𝑥 

και αρα η ςυνϊρτηςη αυτό εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα  0,
𝜋

2
  και γνηςύωσ αύξουςα ςτο 

διϊςτημα  
𝜋

2
, 𝜋 . Επύςησ, 𝜍𝜐𝜈 0 = 1 = −𝜍𝜐𝜈 𝜋 . Λόγω τησ ςυνϋχειϊσ τησ ςτα ςημεύα με 𝑥 = 0, 𝜋, η 

ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα  0,
𝜋

2
  και γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα 

 
𝜋

2
, 𝜋 .Έξω από το διϊςτημα  0,

𝜋

2
 ∪  

𝜋

2
, 𝜋  η ςυνϊρτηςη επαναλαμβϊνει τη μονοτονύα τησ. 

Παρατηρούμε ότι 𝜍𝜐𝜈   0,
𝜋

2
  =  0,1  και 𝜍𝜐𝜈   

𝜋

2
, 𝜋  =  −1,0  και 

lim
𝑥→

𝜋
2

− 𝑓 𝑥 = lim
𝑥→

𝜋
2

−𝜏𝜀𝜇𝑥 = lim
𝑥→

𝜋
2

−

1

𝜍𝜐𝜈𝑥
=

1

0+
= +∞  𝜅𝛼𝜄 lim

𝑥→
𝜋
2

+
𝑓 𝑥 = lim

𝑥→
𝜋
2

+
𝜏𝜀𝜇𝑥 = lim

𝑥→
𝜋
2

+

1

𝜍𝜐𝜈𝑥
=

1

0−
= −∞ 

αρα 𝑓   0,
𝜋

2
 ∪  

𝜋

2
, 𝜋  =  −∞,−1 ∪  1, +∞ . Περιοριζόμαςτε λοιπόν ςτο διϊςτημα αυτό για τη 

μελϋτη τησ 𝑓, αφού λόγω τησ περιοδικότητασ τησ ςυνϊρτηςησ, ϋπεται το γρϊφημα και ςτουσ λοιπούσ 
κλϊδουσ (διαςτόματα) αυτόσ. Σημειώνουμε όμωσ ότι 𝑅 𝑓 =  −∞,−1 ∪  1, +∞ . Έτςι, η 𝑓 

αντιςτρϋφεται ςτο ςύνολο   0,
𝜋

2
 ∪  

𝜋

2
, 𝜋  με 𝐷 𝑓−1 =  −∞,−1 ∪  1, +∞ . Επύςησ, αφού η 

ςυνϊρτηςη 𝑓 ϋχει κατακόρυφη αςύμπτωτη ςτο ςημεύο με 𝑥 =
𝜋

2
, ϋπεται ότι η 𝑓−1 ϋχει οριζόντια 

αςύμπτωτη την ευθεύα 𝑦 = 1 με 
lim
𝑦→−∞

𝑓−1 𝑦 = 1 = lim
𝑦→+∞

𝑓−1 𝑦  

Αυτό μπορούμε να το δούμε από τα πιο πϊνω όρια ό από το ότι οι δυο ςυναρτόςεισ εύναι ςυμμετρικϋσ 
ωσ προσ την ευθεύα με εξύςωςη 𝑦 = 𝑥. Τϋλοσ, αφού η ςυνϊρτηςη 𝑓 ςτρϋφει τα κούλα προσ τα πϊνω ςτο 

 0,
𝜋

2
  και προσ τα κϊτω ςτο  

𝜋

2
, 𝜋  ϋπεται ότι η 𝑓−1  ςτρϋφει τα κούλα προσ τα πϊνω ςτο  −∞,−1  και 

προσ τα κϊτω ςτο  1, +∞ . 

Παρατήρηςη: ϋνα ςημεύο, το 𝑥 =
𝜋

2
 'προκϊλεςε' την αφαύρεςη ενόσ ολόκληρου διαςτόματοσ του Π.Ο. τησ 

𝑓, του  −1,1 . 
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6. 𝑓 𝑥 = 4𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 − 2𝑥. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ και για κϊθε 𝑥 ∈ ℝ η ςυνϊρτηςη εύναι παραγωγύςιμη με 

(κατα τα γνωςτϊ) 

𝑓 ′ 𝑥 =
4

1 + 𝑥2
− 2 = 2

1 − 𝑥2

1 + 𝑥2
= 2

 1 − 𝑥  1 − 𝑥 

1 + 𝑥2
, ∀𝑥 ∈ ℝ 

Τα κρύςιμϊ τησ ςημεύα λοιπόν εύναι εκεύνα για τα οπούα 𝑓 ′ 𝑥 = 0, δηλ. τα 𝑥 = ±1.  Έχουμε 
∀𝑥 ∈  −∞,−1  εύναι 𝑓 ′ 𝑥 < 0 και αρα η ςυνϊρτηςη γνηςιώσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα αυτό και 
∀𝑥 ∈  −1,1  εύναι 𝑓 ′ 𝑥 > 0 και αρα η ςυνϊρτηςη γνηςιώσ αύξουςα ςτο διϊςτημα αυτό και ϋτςι, αφού 
𝑓 ′ −1 = 0, ϋπεται από το κριτόριο πρώτησ παραγώγου ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ παρυςιϊζει 

τοπικό ελϊχιςτο ςτο ςημεύο  −1, 𝑓 −1  =  −1,2 − 𝜋 . Με παρόμοιο επιχεύρημα, ϋχουμε ότι το 

γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ παρυςιϊζει τοπικό μϋγιςτο ςτο ςημεύο  1, 𝑓 1  =  −1, 𝜋 − 2 . 

 

7. 𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 − 𝑥 +
𝑥3

3
. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ και για κϊθε 𝑥 ∈ ℝ η ςυνϊρτηςη εύναι παραγωγύςιμη με 

(κατα τα γνωςτϊ) 

𝑓 ′ 𝑥 =
𝑥4

1 + 𝑥2
> 0 

Συνεπώσ, η 𝑓 εύναι γνηςύωσ αύξουςα παντού ςτο ℝ, ϊρα 𝑓 𝑥 > 𝑓 0 = 0, ∀𝑥 > 0, δηλ. 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 > 𝑥 +
𝑥3

3
, ∀𝑥 > 0 

 

Δραςτηριότητεσ ςελ. 126 (Εμπλουτιςμού) 

1. Θα αποδεύξουμε την ταυτότητα του Machin [1706]: 
𝜋

4
= 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

2
 + 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

3
  

Έχουμε 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

2
 = 𝑦 ⟺

1

2
= 𝜀𝜑𝑦, 𝑦 ∈  0,

𝜋

4
    𝜅𝛼𝜄  𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

3
 = 𝑧 ⟺

1

3
= 𝜀𝜑𝑧, 𝑧 ∈  0,

𝜋

4
  

Έτςι,  𝑦 + 𝑧 ∈  0,
𝜋

2
  και 

𝜀𝜑 𝑦 + 𝑧 =
𝜀𝜑𝑦 + 𝜀𝜑𝑧

1 − 𝜀𝜑𝑦𝜀𝜑𝑧
= ⋯ = 1 = 𝜀𝜑  

𝜋

4
  

και αρα     𝑦 + 𝑧 = 𝜅𝜋 +
𝜋

4
, 𝜅 ∈ ℤ 

Αλλϊ,  𝑦 + 𝑧 ∈  0,
𝜋

2
  και αρα 𝑦 + 𝑧 =

𝜋

4
, δηλ. 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

2
 + 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

3
 =

𝜋

4
     (𝟏). 

Θα αποδείξουμε την ταυτότητα του 𝐇𝐮𝐭𝐭𝐨𝐧:   
𝜋

4
= 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

7
 + 2𝜏𝜊𝜉𝜑  

1

3
  

Δεύχνουμε πρώτα ότι 

𝒇 𝒙 = 𝝉𝜺𝝁𝒙 

𝒈 𝒙 = 𝝉𝝄𝝃𝝉𝜺𝝁𝒙 

𝒚 = 𝒙 

𝒚 = 𝟏 

𝒙 =
𝝅

𝟐
 𝒙 = −

𝝅

𝟐
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𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

2
 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

3
 + 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

7
     (𝟐) 

Έχουμε 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

7
 = 𝑦 ⟺

1

7
= 𝜀𝜑𝑦, 𝑦 ∈  0,

𝜋

4
   𝜅𝛼𝜄  𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

3
 = 𝑧 ⟺

1

3
= 𝜀𝜑𝑧, 𝑧 ∈  0,

𝜋

4
  

Έτςι,  𝑦 + 𝑧 ∈  0,
𝜋

2
   και 

𝜀𝜑 𝑦 + 𝑧 =
𝜀𝜑𝑦 + 𝜀𝜑𝑧

1 − 𝜀𝜑𝑦𝜀𝜑𝑧
=

1
7

+
1
3

1 −
1
3
∙

1
7

=
1

2
 

και αρα   𝑦 + 𝑧 = 𝜅𝜋 +
𝜋

4
, 𝜅 ∈ ℤ.    Αλλά,  𝑦 + 𝑧 ∈  0,

𝜋

2
  και αρα 𝑦 + 𝑧 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

2
 , δηλ. 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1

2
 + 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

3
 =

𝜋

4
. 

Από τισ(𝟏) και (𝟐) ϋχουμε τελικϊ ότι 
𝜋

4
= 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

7
 + 2𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

3
  

 

2. Προφανϋσ, αφού αν 𝑥 ∈  −1,1 , τότε  −𝑥 ∈  −1,1  και 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇 −𝑥 = −𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥. 

 
 

3. Η ςυνϊρτηςη 𝑦 = 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈𝑥, 𝑥 ∈  −1,1 ,  δεν εύναι ϊρτια: π.χ. 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 1 = 0 ≠ 𝜋 = 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 −1  

Η ςυνϊρτηςη 𝑦 = 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈𝑥, 𝑥 ∈  −1,1 ,  δεν εύναι περιττό: π.χ. 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 1 = 0 ≠ −𝜋 = −𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈 −1  
 

4. 𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 . Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ. Έςτω 𝑥 > 0 ςταθεροποιημϋνο. Τότε, ιςχύουν οι υποθϋςεισ του 

ΘΜΤ για την 𝑓 ςτο διϊςτημα  0, 𝑥 : υπϊρχει 𝜉 ∈  0, 𝑥  τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
, 𝛿𝜂𝜆.  𝑓 ′ 𝜉 =

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 − 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 0        
0

𝑥
 

Αλλά, 𝑓 ′ 𝑥 =
1

1 + 𝑥2
     και αρα η πιο πάνω είναι ιςοδύναμη με την 

1

1 + 𝜉2
=
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 

𝑥
 , 𝛿𝜂𝜆. 𝜏𝜂𝜈 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 =

𝑥

1 + 𝜉2
 (∗) 

Αλλϊ, 𝜉 ∈  0, 𝑥 ⇒ 𝜉2 ∈  0, 𝑥2 ⇒  𝜉2 + 1 ∈  1,1 + 𝑥2 ⇒
1

1+𝜉2 ∈  
1

1+𝑥2 , 1  και αφού 𝑥 > 0, 

𝑥

1 + 𝜉2
∈  

𝑥

1 + 𝑥2
, 𝑥  

και αρα η (∗) δύνει 
𝑥

1 + 𝑥2
< 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 < 𝑥 

Αφού το 𝑥 όταν τυχόν, το ζητούμενο ϋπεται. 
 

5. Θα δεύξουμε ότι 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1 + 𝑥

1 − 𝑥
 − 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 =

 
 
 

 
 

𝜋

4
, 𝑥 < 1

−
3𝜋

4
, 𝑥 > 1

  

Λύςη 

Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 𝑥 ↦ 𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1+𝑥

1−𝑥
 − 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ −  1 . Σε κϊθε μια από τισ 2 

ςυνεκτικϋσ ςυνιςτώςεσ του ςυνόλου ℝ −  1 =  −∞   , 1 ∪  1  , +∞ , η 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη με 

𝑓 ′ 𝑥 =
 

1 + 𝑥
1 − 𝑥

 
′

1 +  
1 + 𝑥
1 − 𝑥

 
2 −

1

1 + 𝑥2
=

1

1 + 𝑥2
−

1

1 + 𝑥2
= 0 

και αρα αυτό εύναι ςταθερό ςε κϊθε μύα από αυτϋσ, ότοι υπϊρχουν (πραγματικϋσ) ςταθερϋσ 𝑐1  και 𝑐2  
τϋτοιεσ ώςτε 
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𝑓 𝑥 =  

𝑐1 , 𝑥 < 1

𝑐2 , 𝑥 > 1

  

Αλλϊ, 𝑓 0 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑1 − 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑0 =
𝜋

4
 και αρα 𝑐1 =

𝜋

2
 και 𝑓 −1 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑0 − 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 −1 = −

3𝜋

4
 και αρα 

𝑐1 = −
𝜋

2
. Έτςι, τελικϊ, 

𝑓 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1 + 𝑥

1 − 𝑥
 − 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 =

 
 
 

 
 

𝜋

4
, 𝑥 < 1

−
3𝜋

4
, 𝑥 > 1

  

 

Παρατήρηςη 

Η 𝑔 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1+𝑥

1−𝑥
  ϋχει ϊλμα αςυνϋχειασ μόκουσ 𝜋 ςτο ςημεύο 𝑥 = 1 αφού 

 

 lim
𝑥→1+

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1 + 𝑥

1 − 𝑥
 = −

𝜋

2
, lim

𝑥→1−
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1 + 𝑥

1 − 𝑥
 =

𝜋

2
 

 

και αυτό δικαιολογεύ κατα κϊποιον τρόπο γιατύ η  'διαφορϊ' 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
1+𝑥

1−𝑥
 − 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 εύναι 𝜋 ςτο ςημεύο 

αυτό. Εναλλακτικϊ, η ϊςκηςη μπορεύ να λυθεύ όπωσ η ϊςκηςη 3/ςελ 129 του ςχολικού βιβλύου. 
Παρατηρόςτε ότι ο μεταςχηματιςμόσ 

𝑥 ↦
1 + 𝑥

1 − 𝑥
 

εύναι αντιςτρϋψιμοσ.  Οι δυο τρόποι ςυνδϋονται από τη γνωςτό ταυτότητα 

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 ± 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑦 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
𝑥 ± 𝑦

1 ∓ 𝑥𝑦
 , 𝛼𝜈 𝑥𝑦 ≠ 1 

 


