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Δραςτηριότητεσ ςελ. 80 (Ενότητα 4.5: Μέθοδοι υπολογιςμού του Αθροίςματοσ μιασ Σειράσ) 

1. (α) Έχουμε 

1 ∙ 22 + 3 ∙ 42 + 5 ∙ 62 + ⋯ =   2𝜅 2 2𝜅 − 1 

∞

𝑘=1

 

⇒ 𝑆𝜈 = 4   2𝜅3 − 𝜅2 

𝜈

𝜅=1

 = 4  2
𝜈2 𝜈 + 1 2

4
−

𝜈 𝜈 + 1  2𝜈 + 1 

6
  

 = 𝜈 𝜈 + 1  2𝜈 𝜈 + 1 − 2
2𝜈 + 1

3
  

 = 
𝟐

𝟑
𝝂 𝝂 + 𝟏  𝟑𝝂𝟐 + 𝝂 − 𝟏  

Πωσ το βρήκαμε: 

Οι όροι 1,3,5, ⋯ αποτελούν διαδοχικούσ όρουσ Α.Π.  𝛼𝜈 𝜈  με ςταθερή διαφορά 𝛿 = 2 και αρχικό 
όρο 𝛼1 = 1. Έτςι, 

𝛼𝜅 = 𝛼1 +  𝜅 − 1 2 = 1 +  𝜅 − 1 2 = 2𝜅 − 1. 

Οι όροι 2,4,6, ⋯ αποτελούν διαδοχικούσ όρουσ Α.Π.  𝛼𝜈 𝜈  με ςταθερή διαφορά 𝛿 = 2 και αρχικό 
όρο 𝛼1 = 2. Έτςι, 

𝛼𝜅 = 𝛼1 +  𝜅 − 1 𝛿 = 2 +  𝜅 − 1 2 = 2𝜅. 

(β) Έχουμε 

2 ∙ 5 + 6 ∙ 8 + 10 ∙ 11 + 14 ∙ 14 + ⋯ =  2 2𝜅 − 1 

∞

𝜅=1

 3𝜅 − 2 = 2   6𝜅2 − 7𝜅 + 2 

∞

𝑘=1

 

⇒ 𝑆𝜈 = 2   6𝜅2 − 7𝜅 + 2 

𝜈

𝑘=1

 = 2  6  𝜅2

𝜈

𝑘=1

− 7  𝜅

𝜈

𝑘=1

+ 2  1

𝜈

𝑘=1

  

 = 4  6
𝜈 𝜈 + 1  2𝜈 + 1 

6
− 7

𝜈 𝜈 + 1 

2
+ 2ν  

 = 4𝜈   𝜈 + 1  2𝜈 + 1 − 7
𝜈 + 1

2
+ 2  

 = 𝝂 𝟒𝝂𝟐 + 𝟕𝝂 − 𝟏  

Πωσ το βρήκαμε: 

Οι όροι 5,8,11,14, ⋯ αποτελούν διαδοχικούσ όρουσ Α.Π.  𝛼𝜅 𝜅  με ςταθερή διαφορά 𝛿 = 3 και 
αρχικό όρο 𝛼1 = 5. Έτςι, 

𝛼𝜅 = 𝛼1 +  𝜅 − 1 𝛿 = 5 +  𝜅 − 1 3 = 3𝜅 − 2. 

Οι όροι 2,6,10,14 ⋯ αποτελούν διαδοχικούσ όρουσ Α.Π.  𝛼𝜅 𝜅  με ςταθερή διαφορά 𝛿 = 4 και 
αρχικό όρο 𝛼1 = 2. Έτςι, 

𝛼𝜅 = 𝛼1 +  𝜅 − 1 𝛿 = 2 +  𝜅 − 1 4 = 2 2𝜅 − 1 . 

(γ) Έχουμε 

13 + 33 + 53 + 73 + ⋯ =   2𝜅 − 1 3

∞

𝑘=1

=   8𝜅3 − 4𝜅2 + 2𝜅 − 1 

∞

𝑘=1
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⇒ 𝑆𝜈 = 2   8𝜅3 − 4𝜅2 + 2𝜅 − 1 

𝜈

𝑘=1

 = 2  8  𝜅3

𝜈

𝑘=1

− 4  𝜅2

𝜈

𝑘=1

+ 2  𝜅

𝜈

𝑘=1

−  1

𝜈

𝑘=1

  

 = 2  8
𝜈2 𝜈 + 1 2

4
− 4

𝜈 𝜈 + 1  2𝜈 + 1 

6
+ 2

𝜈 𝜈 + 1 

2
− 𝜈  

 = 2  2𝜈2 𝜈 + 1 2 − 2
𝜈 𝜈 + 1  2𝜈 + 1 

3
+ 𝜈 𝜈 + 1 − 𝜈  

 = 𝝂𝟐 𝟐𝝂𝟐 − 𝟏  

Πωσ το βρήκαμε: 
Οι όροι 1,3,5,7, ⋯αποτελούν διαδοχικούσ όρουσ Α.Π.  𝛼𝜅 𝜅  με ςταθερή διαφορά 𝛿 = 2 και αρχικό όρο 
𝛼1 = 1. Έτςι, 

𝛼𝜅 = 𝛼1 +  𝜅 − 1 𝛿 = 1 +  𝜅 − 1 2 = 2𝜅 − 1. 

(δ) Έχουμε 

1 ∙ 2 ∙ 4 + 2 ∙ 3 ∙ 5 + ⋯ + 𝜈 𝜈 + 1  𝜈 + 2  =  𝜅 𝜅 + 1  𝜅 + 2 

∞

𝑘=1

=   8𝜅3 − 4𝜅2 + 2𝜅 − 1 

∞

𝑘=1

 

⇒ 𝑆𝜈 =   𝜅3 + 3𝜅2 + 2𝜅 

𝜈

𝑘=1

 =  𝜅3

𝜈

𝑘=1

+ 3  𝜅2

𝜈

𝑘=1

+ 2  𝜅

𝜈

𝑘=1

 

 = 
𝜈2 𝜈 + 1 2

4
+ 3

𝜈 𝜈 + 1  2𝜈 + 1 

6
+ 2

𝜈 𝜈 + 1 

2
 

 = 𝜈 𝜈 + 1  
𝜈 𝜈 + 1 

4
+

2𝜈 + 1

2
+ 1  

 = 
𝟏

𝟒
𝝂 𝝂 + 𝟏  𝝂 + 𝟐  𝝂 + 𝟑  

2. Έχουμε 

 𝜅 6𝜅 − 2 

3𝜈

𝑘=𝜈+1

 
= 

2  𝜅 3𝜅 − 1 

3𝜈

𝑘=𝜈+1

= 2   3𝜅2 − 𝜅 

3𝜈

𝑘=𝜈+1

= 2    3𝜅2 − 𝜅 

3𝜈

𝑘=1

−   3𝜅2 − 𝜅 

𝜈+1

𝑘=1

  

 = 
2  3  𝜅2

3𝜈

𝑘=1

−  𝜅

3𝜈

𝑘=1

− 3  𝜅2

𝜈+1

𝑘=1

+  𝜅

𝜈+1

𝑘=1

  

 = 
2  

3𝜈 3𝜈 + 1  6𝜈 + 1 

6
−

3𝜈 3𝜈 + 1 

2
−

 𝜈 + 1  𝜈 + 2  2𝜈 + 3 

6
+

 𝜈 + 1  𝜈 + 2 

2
  

 = 
2  

𝜈 3𝜈 + 1  6𝜈 + 1 

2
−

3𝜈 3𝜈 + 1 

2
−

 𝜈 + 1  𝜈 + 2  2𝜈 + 3 

6
+

 𝜈 + 1  𝜈 + 2 

2
  

 = 
𝜈 3𝜈 + 1  6𝜈 + 1 − 3𝜈 3𝜈 + 1 −

 𝜈 + 1  𝜈 + 2  2𝜈 + 3 

3
+  𝜈 + 1  𝜈 + 2  

 = 𝟒𝝂𝟐 𝟏𝟑𝝂 + 𝟒  

3.  (α) Έχουμε 

 
1

𝜅 𝜅 + 2 

∞

𝑘=1

=
1

2
  

1

𝑘
−

1

𝑘 + 2
 

∞

𝑘=1
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Είναι 
𝑆𝜈 =  

1

𝜅 𝜅 + 2 

𝜈

𝜅=1

=
1

2
  

1

𝑘
−

1

𝑘 + 2
 

𝜈

𝑘=1

 

=
1

2
  1 −

1

3
 +  

1

2
−

1

4
 +  

1

3
−

1

5
 +  

1

4
−

1

6
 + ⋯ +  

1

𝜈 − 3
−

1

𝜈 − 1
 +  

1

𝜈 − 2
−

1

𝜈
 +  

1

𝜈 − 1
−

1

𝜈 + 1
 

+  
1

𝜈
−

1

𝜈 + 2
  =

1

2
 1 +

1

2
−

1

𝜈 + 2
  

⇒ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝑺𝝂 =
𝟏

𝟐
𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞
 
𝟑

𝟐
−

𝟏

𝝂 + 𝟏
 =

𝟑

𝟒
 

 
(β) Έχουμε 

 
1

9𝜅2 − 1

∞

𝑘=1

=
1

9
 

1

𝜅2 −  
1
3
 

2

∞

𝑘=1

 

Με μεθόδουσ που ξεφεύγουν από την ύλη του Λυκείου, αποδεικνύεται ότι αν 𝛼 ∈  0,1 , τότε 

 
1

𝜅2 − 𝛼2

∞

𝑘=1

=
1

2𝛼
 
1

𝛼
− 𝜋𝜎𝜑 𝛼𝜋   

και αρα 

 
1

𝜅2 −  
1
3
 

2

∞

𝑘=1

=
1

2 ∙
1
3

 
1

1
3

− 𝜋𝜎𝜑  
𝜋

3
  =

3

2
 3 − 𝜋

 3

3
  

Έτςι, 

 
𝟏

𝟗𝜿𝟐 − 𝟏

∞

𝒌=𝟏

=
𝟏

𝟗
 

𝟏

𝜿𝟐 −  
𝟏
𝟑
 

𝟐

∞

𝒌=𝟏

=
𝟏

𝟏𝟖
 𝟗 − 𝝅 𝟑  

 

4. Έςτω ότι 𝑆𝜈 =
𝜈

3 2𝜈 + 3 
 

(α) Είναι για  κάθε 𝜈 ∈ ℕ: 

𝛼𝜈 = 𝑆𝜈 − 𝑆𝜈−1 =
𝜈

3 2𝜈 + 3 
−

𝜈 − 1

3 2 𝜈 − 1 + 3 
=

𝜈

3 2𝜈 + 3 
−

𝜈 − 1

3 2𝜈 + 1 
=

𝟏

 𝟐𝝂 + 𝟏  𝟐𝝂 + 𝟑 
 

 𝛃  Έχουμε 𝛼10 =
1

 20 + 1  20 + 3 
=

𝟏

𝟒𝟖𝟑
 

 𝛄  Έχουμε 𝑆15 =
15

3 30 + 3 
=

𝟓

𝟑𝟑
 

 

5. 2, 5, 9, 14, 20, 27,…. 

Είναι 

𝛼1 = 2 = 1 + 1 

𝛼2 = 5 = 2 + 3 = 𝛼1 + 3 = 𝛼2−1 +  2 + 1  

𝛼3 = 9 = 5 + 4 = 𝛼2 + 4 = 𝛼3−1 +  3 + 1  

𝛼4 = 14 = 9 + 5 = 𝛼3 + 5 = 𝛼4−1 +  4 + 1  

 ⋮  

𝛼𝜈  = 𝛼𝜈−1 +  𝜈 + 1  
 

Διαφορετικά 

𝛼1 = 2 = 1 + 1 

𝛼2 = 5 = 2 + 3 

𝛼3 = 9 = 2 + 3 + 4 

𝛼4 = 14 = 2 + 3 + 4 + 5 

 ⋮  

𝛼𝜈  = 2 + 3 + 4 + 5 + ⋯ +  𝜈 + 1  
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και αρα 

𝛼𝜈 = 𝛼1 + 3 + 4 + ⋯ +  𝜈 + 1 = 2 + 3 + 4 + ⋯ + 𝜈 +  𝜈 + 1 =
𝝂 𝝂 + 𝟑 

𝟐
 

Αλλά, για κάθε 𝜈 ∈ ℕ: 

2 + 3 + 4 + 5 + ⋯ +  𝜈 + 1 =  𝜅

𝜈+1

𝑘=2

=  𝜅

𝜈

𝑘=1

+ 𝜈 =
𝜈 𝜈 + 1 

2
+ 𝜈 =

𝜈 𝜈 + 1 + 2𝜈

2
=

𝜈 𝜈 + 3 

2
 

Τέλοσ, 

𝑆𝜈 =  
𝜅 𝜅 + 3 

2

𝜈

𝜅=1

=
1

2
  𝜅2 + 3𝜅 

𝜈

𝜅=1

=
1

2
 
𝜈 𝜈 + 1  2𝜈 + 1 

6
+ 3

𝜈 𝜈 + 1 

2
 =

𝝂 𝝂 + 𝟏 

𝟒
 
𝟐𝝂 + 𝟏

𝟑
+ 𝟑  

  




