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Δραςτηριότητεσ ςελ. 43-44 (Ακρότατα Συνάρτηςησ (οριςμοί)) 

1. Να βρεύτε, αν υπϊρχουν τα τοπικϊ ακρότατα των πιο κϊτω ςυναρτόςεων: 

(α) (β) 

(γ) (δ) 

(ε) (ςτ) 

(ζ) 

2. Να χαρακτηρύςετε καθεμύα από τισ παρακϊτω προτϊςεισ ωσ ΣΩΣΤΟ ό ΛΑΘΟΣ και να 
αιτιολογόςετε την απϊντηςό ςασ: 

(α) Αν η 𝑓 εύναι ςυνεχόσ ςτο 𝛥, τότε ςτα ϊκρα του 
διαςτόματοσ αυτού η ςυνϊρτηςη παρουςιϊζει 
τοπικϊ ακρότατα. 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

(β) Αν η 𝑓 εύναι ςυνεχόσ ςτο  𝛼, 𝛽  και ϋχει 
πεπεραςμϋνα το πλόθοσ τοπικϊ ακρότατα, τότε 
το μεγαλύτερο τοπικό μϋγιςτο τησ 𝑓 ςτο  𝛼, 𝛽  
εύναι και το ολικό μϋγιςτο τησ 𝑓 ςτο διϊςτημα 
αυτό. 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

(γ) Η ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 4𝑥 + 12, 𝑥 ∈
ℝ παρουςιϊζει ελϊχιςτη τιμό  για 𝑥 = 2, την 
𝑓 2 = 8. 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

(δ) Κϊθε πολυωνυμικό ςυνϊρτηςη  με πεδύο οριςμού 
το ℝ ϋχει  ϋνα τουλϊχιςτον τοπικό ακρότατο. 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

3. Να βρεύτε, αν υπϊρχουν τισ ολικϊ ακρότατεσ τιμϋσ των πιο κϊτω ςυναρτόςεων: 
(α) 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 4𝑥 + 6, 𝑥 ∈ ℝ (β)    𝑓 𝑥 = 4 − 𝑥2, −3 ≤ 𝑥 ≤ 1 
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Δραςτηριότητεσ ςελ. 43-44 (Ακρότατα Συνάρτηςησ (οριςμοί)) 

Οι αςκήςεισ θα λυθούν ςύμφωνα με τουσ αντίςτοιχουσ οριςμούσ (του ςχολικού βιβλίου) και 
ςύμφωνα με τον τύπο τησ εκάςτοτε ςυνάρτηςησ και οχι οπτικά. Αυτό θα ενιςχύςει τη 
διαίςθηςή μασ όςον αφορά τη χρήςη του ΘΜΤ. 
 

1.  
(α) 𝑓 𝑥 = 𝑥2. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ. Στο ςημεύο με 𝑥 = 0 η ςυνϊρτηςη λαμβϊνει τοπικό ακρότατο. 
Πρϊγματι, ϋςτω 𝜀 > 0 τυχόν. Τότε, για κϊθε 𝑥1, 𝑥2 ∈  −𝜀, 0  με 𝑥1 < 𝑥2  ϋχουμε ότι 𝑓 𝑥1 < 𝑓 𝑥2 , 
δηλ. η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ενώ για 𝑥1 , 𝑥2 ∈  0, 𝜀  με 𝑥1 < 𝑥2 ϋχουμε ότι 𝑓 𝑥1 >
𝑓 𝑥2 , δηλ. η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα. Συνεπώσ, ςτο ςημεύο αυτό η μονοτονύα τησ 
ςυνϊρτηςησ αλλϊζει και αρα ϋχουμε τοπικό ακρότατο. Ιδιαύτερα, αυτό εύναι και τοπικό ελϊχιςτο. 
 
(β) 𝑓 𝑥 = 𝑥3. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ. Εύδαμε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςε όλο το π.ο. τησ και 
ςυνεπώσ δεν έχει τοπικά ακρότατα. 
 
(γ) 𝑓 𝑥 = 𝑥3 − 3𝑥 + 3. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ.  
 Έςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈  −2,−1  με 𝑥1 < 𝑥2. Δηλ. −2 < 𝑥1 < 𝑥2 < −1. Θα δεύξουμε ότι 𝑓 𝑥1 < 𝑓 𝑥2 . 

Εφαρμόζοντασ το ΘΜΤ ςτο διϊςτημα  𝑥1 , 𝑥2 , θα υπϊρχει ϋνα 𝜉 ∈  𝑥1, 𝑥2  τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 

𝑥2 − 𝑥1

 

και αρα 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 = 𝑓 ′ 𝜉  𝑥2 − 𝑥1 . Αλλϊ, 𝑓 ′ 𝜉 = 3 𝜉 − 1  𝜉 + 1 > 0 αφου 𝜉 ∈  𝑥1 , 𝑥2 ⊂
 −2,−1  . Συνεπώσ, αφού  0 < 𝑥2 − 𝑥1 , ϋπεται ότι 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 > 0, δηλ. 𝑓 𝑥1 < 𝑓 𝑥2 . Άρα η 
𝑓 εύναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα  −2,−1 . 

 Έςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈  −1, 0) με −1 < 𝑥1 < 𝑥2 < 0. Θα δεύξουμε ότι 𝑓 𝑥1 > 𝑓 𝑥2 . Εφαρμόζοντασ 
το ΘΜΤ ςτο διϊςτημα  𝑥1 , 𝑥2 , θα υπϊρχει ϋνα 𝜉 ∈  𝑥1 , 𝑥2  τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 

𝑥2 − 𝑥1

 

και αρα 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 = 𝑓 ′ 𝜉  𝑥2 − 𝑥1 . Αλλϊ, 𝑓 ′ 𝜉 = 3 𝜉 − 1  𝜉 + 1 < 0 αφου 𝜉 ∈  𝑥1 , 𝑥2 ⊂
 −1, 0) . Συνεπώσ, αφού  0 < 𝑥2 − 𝑥1 , ϋπεται ότι 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 < 0, δηλ. 𝑓 𝑥1 > 𝑓 𝑥2 . Άρα η 𝑓 
εύναι γνηςίωσ φθίνουςα ςτο διϊςτημα  −1,0 ). 
Άρα, αφού η ςυνϊρτηςη αλλϊζει μονοτονύα ςε μια περιοχό του ςημεύου 𝑥 = −1 (από γν. 
αύξουςα ςε γν. φθύνουςα), ϋπεται ότι η ςυνϊρτηςη παρουςιϊζει τοπικό μϋγιςτο εκεύ. 
Εντελώσ όμοια, αφού η ςυνϊρτηςη αλλϊζει μονοτονύα ςε μια περιοχό του ςημεύου 𝑥 = 1 (από 
γν. φθύνουςα ςε γν. αύξουςα), ϋπεται ότι η ςυνϊρτηςη παρουςιϊζει τοπικό ελϊχιςτο εκεύ. 
 

(δ) 𝑓 𝑥 = 3𝑥4 + 4𝑥3 − 12𝑥2 + 5. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ. 
 Έςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 ∈  −1,−2  με 𝑥1 < 𝑥2. Δηλ. 𝑥1 < 𝑥2 < −2. Θα δεύξουμε ότι 𝑓 𝑥1 > 𝑓 𝑥2 . 

Εφαρμόζοντασ το ΘΜΤ ςτο διϊςτημα  𝑥1 , 𝑥2 , θα υπϊρχει ϋνα 𝜉 ∈  𝑥1 , 𝑥2  τϋτοιο ώςτε 

𝑓 ′ 𝜉 =
𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 

𝑥2 − 𝑥1

 

και αρα 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 = 𝑓 ′ 𝜉  𝑥2 − 𝑥1 . Αλλϊ, 𝑓 ′ 𝜉 = 12𝜉 𝜉2 + 𝜉 − 2 = 2𝜉 𝜉 + 2  𝜉 −
1>0 αφου 𝜉∈𝑥1,𝑥2⊂−1,−2 . Συνεπώσ, αφού  0>𝑥2−𝑥1, ϋπεται ότι 𝑓𝑥2−𝑓𝑥1<0, δηλ. 
𝑓 𝑥1 > 𝑓 𝑥2 . Άρα η 𝑓 εύναι γνηςίωσ φθίνουςα ςτο διϊςτημα  −1,−2 . 

Εντελώσ όμοια, ϋχουμε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα  −2,0 , γνηςύωσ 
φθίνουςα ςτο διϊςτημα  0,1  και γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα  1,2 . Όμωσ, ϋνα πολυώνυμο 
βαθμού 4 μπορεύ να ϋχει το πολύ 3 τοπικϊ ακρότατα. Έτςι, ςύμφωνα με τα πιο πανω, η 
ςυνϊρτηςη ϋχει τοπικό ελϊχιςτο ςτα ςημεύα  2, −27  και  1,0  και τοπικό μϋγιςτο ςτο ςημεύο 
 0,5 . 
 

(ε) 𝑓 𝑥 = ςυν𝑥, −
𝜋

2
≤ 𝑥 ≤

𝜋

2
. Εκ των ιδιοτότων τησ ςυνϊρτηςησ ςυνημύτονο (ςυνϋχεια, 

ςυμπεριφορϊ ςτο 1ο και 2ο τεταρτημόριο) ϋχουμε ότι η 𝑓 παρουςιϊζει ολικό μϋγιςτο ςτο ςημεύο 

 0,1  και τοπικϊ ελϊχιςτα ςτα ςημεύα  
𝜋

2
, 0  και  −

𝜋

2
, 0 . 

(ςτ) 𝑓 𝑥 = 𝑥
2

3 , −2 ≤ 𝑥 ≤ 3. 
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Τοπικό Μϋγιςτο ςτα ςημεύα 𝛢 −2, 𝑓 −2  =  −2, 2
2

3  και 𝛤 3, 𝑓 3  =  3, 3
2

3 , τοπικό ελϊχιςτο ςτο 

𝛣 0, 𝑓 0  =  0,0 . Για τον τελευταύο ιςχυριςμό, ϋχουμε: αν 𝑥 ∈  −1,1 −  0 , τότε 𝑓 𝑥 = 𝑥
2

3 >

𝑓 0 = 0 
 

(ζ) 𝑓 𝑥 =  
−𝑥, 0 ≤ 𝑥 < 1

𝑥 − 1, 1 ≤ 𝑥 ≤ 2 

  

Τοπικό Μϋγιςτο ςτα ςημεύα  0, 𝑓 0  =  0,0  και  2, 𝑓 2  =  2,1  και δεν ϋχει τοπικό ακρότατο 

ςτο  1, 𝑓 1  =  1,0 . Για τον τελευταύο ιςχυριςμό, ϋχουμε:  

𝑓 1 = 0 > −𝑥 = 𝑓 𝑥 , ∀𝑥 ∈  
1

2
, 1 ⊂  0,1    𝜅𝛼𝜄   𝑓 1 = 0 < 𝑥 − 1 = 𝑓 𝑥 , ∀𝑥 ∈  1,

1

2
 ⊂  1,2  

 
 

2. (α) ΛΑΘΟΣ. Για παράδειγμα, η συνάρτηση 𝑓: [0,1] → ℝ με τύπο 𝑓 𝑥 =  
𝑥2𝜂𝜇  

1

𝑥
 , 𝑥 ∈ (0,1]

0, 𝑥 = 0

 . 

Εύναι ςυνεχόσ ςτο π.ο. τησ (κλαςικό) αλλϊ για τισ ακολουθύεσ  𝑥𝑛  και  𝑦𝑛  με τύπουσ 𝑥𝑛 =
1

2𝑛𝜋+
𝜋

2

  

και 𝑦𝑛 =
1

2𝑛𝜋+
3𝜋

2

  ϋχουμε ότι 𝑓 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛
2 > 0 και 𝑓 𝑦𝑛 = −𝑦𝑛

2 < 0 ενω lim𝑛 𝑥𝑛 = 0 = lim𝑛 𝑦𝑛 . Με 

ϊλλα λόγια, ςε κάθε περιοχό του 0, μπορούμε να βρούμε 𝑥𝑛  και 𝑦𝑛  τϋτοια ώςτε 𝑓 𝑥𝑛 > 0 > 𝑓 𝑦𝑛 . 
 
(β) ΣΩΣΤΟ. Έπεται από τον οριςμό του ολικού μεγύςτου και το γεγονόσ ότι ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη ςε 
κλειςτό (και φραγμϋνο) διϊςτημα λαμβϊνει μϋγιςτη και ελϊχιςτη τιμό. 
 
(γ) ΣΩΣΤΟ. Εύναι 𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 4𝑥 + 12 =  𝑥 − 2 2 + 8, 𝑥 ∈ ℝ, δηλ. το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ 

εκφρϊζει παραβολό με (ολικό) ελϊχιςτο ςτο ςημεύο  2, 𝑓 2  =  2,8 . 

 
(δ) ΛΑΘΟΣ. Π.χ. η ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝑥3:  δεν ϋχει τοπικϊ ακρότατα. 
 

3. (α) 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 4𝑥 + 6, 𝑥 ∈ ℝ. Θα αντιμετωπύςουμε το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ ωσ το γρϊφημα 
παραβολόσ. Εύναι 

𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 4𝑥 + 6 =  𝑥 + 2 2 + 2, 𝑥 ∈ ℝ 
και αρα το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ εκφρϊζει παραβολό με κορυφό το ςημεύο  −2,2  ςτο οπούο 
παρουςιϊζει (ολικό) ελϊχιςτο. 
 
(β) Αλγεβρικϊ (το οπούο ανϊγεται ουςιαςτικϊ ςτη μελϋτη τησ παραβολόσ): 

∀𝑥 ∈  −3,0  𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝑥2 ∈  0,9 ⇒ −𝑥2 ∈  −9,0 ⇒ 4 − 𝑥2 ∈  −5,4  
και 

∀𝑥 ∈  0,1  𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝑥2 ∈  0,1 ⇒ −𝑥2 ∈  −1,0 ⇒ 4 − 𝑥2 ∈  −3,4  
 
Έτςι, η 𝑓 παρουςιϊζει ολικϊ ελϊχιςτη τιμό  την 𝑓 −3 = −5 και ολικϊ μϋγιςτη τιμό την 𝑓 0 = 4. 

  


