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Δραςτηριότητεσ ςελ. 22 (Θεώρημα Rolle) 
1.  Να εξετϊςετε κατϊ πόςο ικανοποιούνται οι προώποθϋςεισ του Θεωρόματοσ του  Rolle για τισ πιο 

κϊτω ςυναρτόςεισ ςτο δοςμϋνο διϊςτημα και να βρεύτε, αν υπϊρχει, την τιμό του 𝜉 που ικανοποιεύ 
το ςυμπϋραςμα του Θεωρόματοσ: 

 (α)  𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 8𝑥 + 15, ςτο  3,5  (β) 𝑓 𝑥 =
1

2
𝑥 −  𝑥, ςτο  0,4   

 (γ)  𝑓 𝑥 = 1 + 𝜂𝜇 3𝑥 , ςτο  0, 𝜋  (δ) 𝑓 𝑥 =  𝑥 − 2 , ςτο  1,3  

2.  Δύνεται η ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 5𝑥 + 4. Να βρεύτε τισ τετμημϋνεσ των ςημεύων τομόσ 

τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ 𝑓 με τον ϊξονα 𝑥 ′𝑥 και να δεύξετε ότι 𝑓 ′ 𝜉 = 0 για κϊποιο 𝜉 ανϊμεςα 
ςτισ τετμημϋνεσ αυτϋσ. 

3.  Να βρεύτε τη ςχϋςη των 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ ώςτε να εφαρμόζεται το Θεώρημα του Rolle ςτο διϊςτημα  1, 𝑒  
για τη ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝛼𝑥2 + 𝛽 ln 𝑥. Να βρεύτε την τιμό του 𝜉 ∈  1, 𝑒  για την οπούα το 
Θεώρημα επαληθεύεται. 

4.  Να χαρακτηρύςετε καθεμύα από τισ παρακϊτω προτϊςεισ ωσ ΣΩΣΤΟ ό ΛΑΘΟΣ και να αιτιολογόςετε 
την απϊντηςό ςασ: 

 (α) Αν μια ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη ςτο  𝛼, 𝛽  και 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝛽 , τότε, 
υπϊρχει 𝜉 ∈  𝛼, 𝛽  τϋτοιο, ώςτε 𝑓 ′ 𝜉 = 0. 
 

ΣΩΣΤΟ/ 
ΛΑΘΟΣ 

 (β) Αν μια ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη ςτο  𝛼, 𝛽  , τότε, υπϊρχει 𝜉 ∈  𝛼, 𝛽  
τϋτοιο, ώςτε 𝑓 ′ 𝜉 = 0. 
 

ΣΩΣΤΟ/ 
ΛΑΘΟΣ 

 (γ) Αν η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη ςτο ℝ και το γρϊφημα 𝐺𝑓  τησ 𝑓 τϋμνει τον 

ϊξονα  𝑥𝑥 ′  ςε τρύα ςημεύα, τότε η εξύςωςη  𝑓 ′ 𝑥 = 0 ϋχει δύο τουλϊχιςτον λύςεισ 
ςτο ℝ. 
 

ΣΩΣΤΟ/ 
ΛΑΘΟΣ 

5.  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη 𝑥3 + 3𝑥 + 1 = 0 ϋχει ακριβώσ μια λύςη ςτο ℝ. 

6.  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη 2 − ln 𝑥 = 𝑥2 ϋχει μοναδικό λύςη ςτο διϊςτημα  1, 𝑒 . 

 

Δραςτηριότητεσ ςελ. 22 (Θεώρημα Rolle) 

1. (α)  𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 8𝑥 + 15 =  𝑥 − 3  𝑥 − 5 , ςτο  3,5  

Η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη ςτο  3,5  (ωσ πολυωνυμικό) και ϊρα ςυνεχόσ ςτο διϊςτημα 
αυτό και παραγωγύςιμη ςτο  3,5 . Επύςησ, 𝑓 3 = 𝑓 5 = 0. Άρα, ιςχύουν οι υποθϋςεισ του 
Θεωρόματοσ του Rolle ςτο διϊςτημα  3,5 . Αρα, υπϊρχει  𝜉 ∈  3,5  τϋτοιοσ ώςτε 𝑓 ′ 𝜉 = 0. Εύναι 

𝑓 ′ 𝜉 = 0 ⟺ 2𝜉 − 8 = 0 ⟺ 𝝃 = 𝟒 

(β)  𝑓 𝑥 =
1

2
𝑥 −  𝑥, ςτο  0,4  

Στο διϊςτημα  0,4 , η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι ςυνεχόσ και επύςησ παραγωγύςιμη ςτο  0,4 . Επύςησ, 
𝑓 0 = 𝑓 4 = 0. Άρα, ιςχύουν οι υποθϋςεισ του Θεωρόματοσ του Rolle ςτο διϊςτημα   0,4 . Αρα, 
𝜉 ∈  0,4  τϋτοιοσ ώςτε 𝑓 ′ 𝜉 = 0. Εύναι 

𝑓 ′ 𝜉 = 0 ⟺
1

2
−

1

2 𝜉
= 0 ⟺  𝜉 = 1 ⟺ 𝝃 = 𝟏  αφού 𝜉 ∈  0,4 . 

(γ)  𝑓 𝑥 = 1 + 𝜂𝜇 3𝑥 , ςτο  0, 𝜋 . Λύνουμε την εξύςωςη 𝑓 𝑥 = 0 ςτο διϊςτημα  0, 𝜋 : 
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𝑓 𝑥 = 0 ⟺ 𝜂𝜇 3𝑥 = −1 ⟺ 𝜂𝜇 3𝑥 = 𝜂𝜇  
3𝜋

2
 ⟺

 
 
 

 
 3𝑥 = 2𝜅𝜋 +

3𝜋

2
, 𝜅 ∈ ℤ

3𝑥 = 2𝜅𝜋 +  𝜋 −
3𝜋

2
 

 

⟺

 
 
 

 
 𝑥 =

2𝜅𝜋

3
+
𝜋

2
, 𝜅 ∈ ℤ

𝑥 =
2𝜅𝜋

3
−
𝜋

6

  

⟺ 𝑥 =
𝜋

2
    ςτο διάςτημα  0, 𝜋  . Έτςι, πληρούνται οι υποθϋςεισ του του Θεωρόματοσ του Rolle 

ςτα διαςτόματα  0,
𝜋

2
  και  

𝜋

2
, 𝜋 . Αφού 𝑓 ′ 𝑥 = −3𝜍𝜐𝜈 3𝑥 . Λύνουμε την εξύςωςη 𝑓 ′ 𝑥 = 0 

ςτα δύο αυτϊ διαςτόματα: 

𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝜍𝜐𝜈 3𝑥 = 0 ⟺ 𝜍𝜐𝜈 3𝑥 = 𝜍𝜐𝜈  
𝜋

2
 ⟺ 3𝑥 = 2𝜅𝜋 ±

𝜋

2
 , 𝜅 ∈ ℤ ⟺ 𝑥 =

2𝜅𝜋

3
±
𝜋

6
, 𝜅

∈ ℤ 

όπου μόνο οι λύςεισ 𝒙 =
𝝅

𝟔
,
𝟓𝝅

𝟔
 ανόκουν ςτο ςύνολο  0,

𝜋

2
 ∪  

𝜋

2
, 𝜋 . Αλλϊ επύςησ, 𝑓 ′  

𝝅

𝟐
 = 0. 

(δ)  𝑓 𝑥 =  𝑥 − 2 , ςτο  1,3 . Εύναι 

𝑓 𝑥 =  𝑥 − 2 =  
𝑥 − 2, 𝑥 ≤ 0

2 − 𝑥, 𝑥 ≥ 0

  

𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝜍𝜐𝜈 3𝑥 = 0 ⟺ 𝜍𝜐𝜈 3𝑥 = 𝜍𝜐𝜈  
𝜋

2
 ⟺ 3𝑥 = 2𝜅𝜋 ±

𝜋

2
 , 𝜅 ∈ ℤ ⟺ 𝑥 =

2𝜅𝜋

3
±
𝜋

6
, 𝜅

∈ ℤ 

όπου μόνο οι λύςεισ 𝒙 =
𝝅

𝟔
,
𝟓𝝅

𝟔
 ανόκουν ςτο ςύνολο  0,

𝜋

2
 ∪  

𝜋

2
, 𝜋 . Αλλϊ επύςησ, 𝑓 ′  

𝝅

𝟐
 = 0.΄Αρα, 

οι τιμϋσ που ψϊχνουμε εύναι οι 𝒙 =
𝝅

𝟔
,
𝝅

𝟐
,
𝟓𝝅

𝟔
. 

2. 𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 5𝑥 + 4. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ και ∀𝑥 ∈ ℝ  εύναι 
𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 5𝑥 + 4 =  𝑥 − 1  𝑥 − 4  

Η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη ςτο  1,4  (ωσ πολυωνυμικό) και ϊρα ςυνεχόσ ςτο διϊςτημα 
αυτό και παραγωγύςιμη ςτο  1,4 . Επύςησ, 𝑓 1 = 𝑓 4 = 0. Άρα, ιςχύουν οι υποθϋςεισ του 
Θεωρόματοσ του Rolle ςτο διϊςτημα  1,4  και αρα 𝑓 ′ 𝜉 = 0 για κϊποιο 𝜉 ∈  1,4 . 

 

3. Έςτω η ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝛼𝑥2 + 𝛽 ln 𝑥. Για κϊθε τιμό των 𝛼 και 𝛽, η 𝑓 εύναι καλϊ 

οριςμϋνη ςτο  1, 𝑒 . Υποθϋτουμε ότι 𝛼 ∙ 𝛽 ≠ 0  1 αφοώ τότε η  𝑓 θα όταν ταυτοτικϊ ύςη με τη 
μηδενικό ςυνϊρτηςη. Επύςησ, εύναι ■  𝑓 ςυνεχόσ ςτο  1, 𝑒 ,  ■ 𝑓 παραγωγύςιμη ςτο  1, 𝑒  και αρα για 
να εφαρμόζεται το Θεώρημα του Rolle ςτο διϊςτημα  1, 𝑒 , θα πρϋπει 𝑓 1 = 𝑓 𝑒 . Αλλϊ, 

𝑓 1 = 𝑓 𝑒 ⟺ 𝛼 = 𝛼𝑒2 + 𝛽 ⟺ 𝛼 1 − 𝑒2 = 𝛽 ⟺ 𝛼 =
𝛽

1 − 𝑒2
 

Για 𝛼 και 𝛽 τα οπούα ικανοποιούν τη ςχϋςη αυτό, ϋχουμε από το Θεώρημα του Rolle ςτο διϊςτημα 
 1, 𝑒  

∃𝜉 ∈  1, 𝑒  τϋτοιοσ ώςτε 𝑓 ′ 𝜉 = 0 
Αλλϊ, ∀𝑥 ∈  1, 𝑒 , 

𝑓 ′ 𝑥 = 2𝛼𝑥 +
𝛽

𝑥
 

και αρα 

                                                           
1 Δηλ. τα 𝛼 και 𝛽 δεν μπορούν να εύναι ταυτόχρονα ύςα με μηδϋν 
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𝒇′ 𝝃 = 𝟎 ⟺ 𝟐𝜶𝝃 +
𝜷

𝝃
= 𝟎 

𝝃>0
   𝟐𝜶𝝃𝟐 + 𝜷 = 𝟎 ⟺ 𝝃𝟐 = −

𝜷

𝟐𝜶
= −

𝜷

𝟐
𝜷

𝟏 − 𝒆𝟐

=
𝒆𝟐 − 𝟏

𝟐

𝝃>0
   𝝃

=  
𝒆𝟐 − 𝟏

𝟐

4. (α) ΣΩΣΤΟ γιατύ αν η ςυνϊρτηςη 𝑓 εύναι παραγωγύςιμη ςτο  𝛼, 𝛽  αυτόματα θα εύναι ςυνεχόσ ςτο
ςύνολο αυτό και παραγωγύςιμη ςτο εςωτερικό του.

(β) ΛΑΘΟΣ: Αντιπαρϊδειγμα: η  (ταυτοτικό) ςυνϊρτηςη 𝑓 𝑥 = 𝑥, ∀𝑥 ∈  0,1 . Εύναι παραγωγιςιμη 
ςτο  0,1  και 𝑓 ′ 𝑥 = 1, ∀𝑥 ∈  0,1 . 

(γ) ΣΩΣΤΟ. Απόδειξη: Έςτωςαν 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ρύζεσ τησ εξύςωςησ 𝑓 = 0. Υποθϋτουμε χωρύσ απώλεια τησ 
γενικότητασ ότι 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 . Εφαρμόζοντασ το Θεωρόμα του Rolle ςτα διαςτόματα  𝑥1 , 𝑥2  και 
 𝑥2, 𝑥3  ϋπεται το ζητούμενο. 

Σημείωςη: Αν αντικαταςτόςουμε την υπόθεςη τησ παραγωγιςιμότητασ τησ  𝑓 ςτο ℝ με την 
αςθενϋςτερη, αυτό τησ ςυνϋχειασ τησ  𝑓 ςτο ℝ, τότε το αποτϋλεςμα παύει να ιςχύει. 

5. Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝑥3 + 3𝑥 + 1. Θα δεύξουμε ότι η 𝑓 ϋχει τουλϊχιςτον μια
ρύζα ςτο ℝ. Παρατηρούμε ότι 𝑓 −1 = −3 < 0 και 𝑓 1 = 5 > 0. Έτςι, 𝑓 −1 𝑓 1 < 0 και αρα, από
το Θεώρημα του Bolzano, η 𝑓 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο διϊςτημα  −1,1 . Υποθϋτουμε τώρα
προσ ϊτοπο ότι η 𝑓 ϋχει δύο διακεκριμένεσ ρύζεσ 𝑥1  και 𝑥2  (ςτο ℝ). Χωρύσ απώλεια τησ γενικότητασ,
υποθϋτουμε ότι 𝑥1 < 𝑥2 . Έτςι, θεωρούμε το διϊςτημα  𝑥1 , 𝑥2   ςτο οπούο όπωσ εύκολα μπορούμε να
δούμε, πληρούνται οι υποθϋςεισ του Θεωρόματοσ του Rolle⇒ υπϊρχει 𝜉 ∈  𝑥1 , 𝑥2  με 𝑓 ′ 𝜉 = 0.
Αλλϊ,

𝑓 ′ 𝜉 = 0 ⟺ 3𝜉2 + 3 = 0 ⟺ 3 𝜉2 + 1 = 0 

ϊτοπο, αφού 𝜉2 + 1 > 0 για κϊθε τιμό του 𝜉. Άρα, η ςυνϊρτηςη ϋχει το πολύ μια λύςη ςτο ℝ. Όμωσ, 
πιο πϊνω, βρόκαμε ότι η 𝑓 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο διϊςτημα  −1,1 , ϊρα θα εύναι και η 
μοναδικό ρύζα τησ 𝑓, δηλ. η μοναδικό λύςη τησ εξύςωςησ 𝑥3 + 3𝑥 + 1 = 0. 

6. Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 2 − ln 𝑥 − 𝑥2 .
Εύναι 𝑓 1 = 1 > 0 και 𝑓 𝑒 = 1 − 𝑒2 < 0 και ϊρα αφού  η ςυνϊρτηςη εύναι ςυνεχόσ ςτο  1, 𝑒 , η
ςυνϊρτηςη 𝑓 τϋμνει τουλϊχιςτον μια φορϊ τον ϊξονα των τετμημϋνων, δηλ. η εξύςωςη 𝑓 𝑥  ϋχει μια
τουλϊχιςτον (πραγματικό) λύςη. Θα δεύξουμε ότι εύναι και μοναδικό.
Αν η 𝑓 ϋχει δύο διαφορετικέσ ρύζεσ 𝑥1 , 𝑥2  ςτο διϊςτημα  1, 𝑒 , δηλ. 𝑓 𝑥1 = 0 = 𝑓 𝑥2 .  Χωρίς

απώλεια τησ γενικότητασ, υποθϋτουμε ότι x1 < x2. Έτςι, θεωρούμε το διϊςτημα  x1 , x2  ⊆  1, 𝑒 

ςτο οπούο πληρούνται οι υποθϋςεισ του Θεωρόματοσ του Rolle⇒ υπϊρχει ξ ∈  x1, x2  με f ′ ξ = 0.
Αλλϊ

𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⟺ −
1

𝑥
− 2𝑥 = 0 ⟺ 𝑥2 = −

 2

2
, 

η οποία είναι αδύνατο (στο ℝ). Άρα, η συνάρτηση έχει το πολύ μια λύση στο διάστημα 
 −1,1 . Αυτό σε συνδυασμό με το ότι έχει μια τουλάχιστον λύση στο διάστημα αυτό, μας 

δίνει ότι έχει μοναδική λύση (στο διάστημα αυτό). 

https://en.wikipedia.org/wiki/%E2%8A%86
https://en.wikipedia.org/wiki/%E2%8A%86

