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Δραςτηριότητεσ ςελ. 57-59 (Ενότητασ) 

1. 
1.(α)  9𝑥2 𝑥3 + 5 𝑑𝑥 = 3  3𝑥2 𝑥3 + 5 𝑑𝑥 = 3   𝑥3 + 5 𝑑 𝑥3 + 5 = 𝟐 𝒙𝟑 + 𝟓 

𝟑
𝟐 + 𝒄 

2.(β)   
𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
−

 ln 𝑥

𝑥
 𝑑𝑥 =  

𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 −  

 ln 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 

Για το πρώτο ολοκλόρωμα, θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑢 𝑥 = 𝑒𝑥 ⟺ 𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥. Τότε, 

 
𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 =  

𝑑𝑢

𝑢
= ln 𝑢 = ln 1 + 𝑒𝑥 + 𝑐 και για το δεύτερο, 

 
 ln 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =   ln 𝑥 ∙

1

𝑥
𝑑𝑥 =   ln 𝑥 𝑑 ln 𝑥 =

2

3
 ln 𝑥 

3
2 + 𝑐 

και αρα   
𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
−

 ln 𝑥

𝑥
 𝑑𝑥 = 𝐥𝐧 𝟏 + 𝒆𝒙 +

𝟐

𝟑
 𝐥𝐧 𝒙 

𝟑
𝟐 + 𝒄 

3.(γ)  
𝜂𝜇3𝑥

𝜍𝜐𝜈2𝑥
𝑑𝑥 =  

𝜂𝜇2𝑥

𝜍𝜐𝜈2𝑥
∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥 =  𝜀𝜑2𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥 =   𝜏𝜀𝜇2𝑥 − 1 ∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥 

=  𝜏𝜀𝜇𝑥 ∙ 𝜀𝜑𝑥 𝑑𝑥 −  𝜂𝜇𝑥 𝑑𝑥 

Αλλϊ, 

 
1

𝜂𝜇𝑥
∙

𝜂𝜇𝑥

𝜍𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥 + 𝜍𝜐𝜈𝑥 =  

𝜂𝜇𝑥

𝜍𝜐𝜈2𝑥
𝑑𝑥 = − 

1

𝜍𝜐𝜈2𝑥
𝑑 𝜍𝜐𝜈𝑥 =

1

𝜍𝜐𝜈𝑥
+ 𝑐 = 𝜏𝜀𝜇𝑥 + 𝑐 

και  𝜂𝜇𝑥 𝑑𝑥 = 𝜍𝜐𝜈𝑥 + 𝑐. Συνεπώσ,  
𝜂𝜇3𝑥

𝜍𝜐𝜈2𝑥
𝑑𝑥 = 𝝉𝜺𝝁𝒙 + 𝝇𝝊𝝂𝒙 + 𝒄 

4.(δ) 𝐼 =  
1

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
𝑑𝑥  

𝑒𝑥

𝑒𝑥 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 
𝑑𝑥 =  

𝑒𝑥

𝑒2𝑥 + 1
𝑑𝑥 

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑢 𝑥 = 𝑒𝑥 ⟺ 𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥. Τότε, 

𝐼 =  
𝑑𝑢

𝑢2 + 1
= 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑢 + 𝑐 = 𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋 𝒆𝒙 + 𝒄 

5.(ε) 
  𝑥 ∙  𝑥

3
2 + 1𝑑𝑥 =

2

3
  𝑥

3
2 + 1 𝑑  𝑥

3
2 + 1 =

𝟐

𝟑
 𝒙

𝟑
𝟐 + 𝟏 

𝟑
𝟐

+ 𝒄 

6.(ςτ) 𝐼 =  𝜍𝜐𝜈 𝑥 𝑑𝑥. Θεωρούμε την αντικατάςταςη 𝑢 =  𝑥 ⟺ 𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

2𝑢
 και αρα 

𝐼 = 2  𝑢𝜍𝜐𝜈𝑢 𝑑𝑢 = 2  𝑢 ∙  𝜂𝜇𝑢 ′ 𝑑𝑢 = 2  𝑢 ∙  𝜂𝜇𝑢 ′ 𝑑𝑢 = 2𝑢 ∙ 𝜂𝜇𝑢 − 2  𝜂𝜇𝑢 ∙  𝑢 ′ 𝑑𝑢 

= 2𝑢 ∙ 𝜂𝜇𝑢 − 2  𝜂𝜇𝑢 𝑑𝑢 = 2𝑢 ∙ 𝜂𝜇𝑢 + 2𝜍𝜐𝜈𝑢 + 𝑐 = 𝟐  𝒙 ∙ 𝜼𝝁 𝒙 + 𝝇𝝊𝝂 𝒙 + 𝒄 

7.(ζ) 𝐼 =  𝜂𝜇𝑥𝜍𝜐𝜈𝑥𝑒𝜂𝜇 𝑥 𝑑𝑥. Θεωρούμε την αντικατάςταςη 𝑢 = 𝜂𝜇𝑥 ⟺ 𝜍𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 και αρα 
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𝐼 =  𝑢𝑒𝑢 𝑑𝑢 =  𝑢 ∙  𝑒𝑢 ′ 𝑑𝑢 = 𝑢𝑒𝑢 −  𝑒𝑢 𝑑𝑢 = 𝑢𝑒𝑢 − 𝑒𝑢 = 𝑒𝑢 𝑢 − 1 + 𝑐 = 𝒆𝜼𝝁𝒙 𝜼𝝁𝒙 − 𝟏 + 𝒄 

8.(η) 𝐼 =  4𝑥3 1 + 𝑥2 𝑑𝑥 = 4  𝑥3 1 + 𝑥2 𝑑𝑥 = 4  𝑥 ∙ 𝑥2 1 + 𝑥2 𝑑𝑥 

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑢 𝑥 = 1 + 𝑥2 ⟺ 𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥 ⟺ 𝑥𝑑𝑥 =
𝑑𝑢

2
 και 𝑥2 = 𝑢 𝑥 − 1 Τότε, 

𝐼 = 2   𝑢 − 1  𝑢 𝑑𝑢 = 2   𝑢
3
2 −  𝑢 𝑑𝑢 = 2 ∙

2

5
𝑢

5
2 − 2 ∙

2

3
𝑢

3
2 + 𝑐 =

𝟒

𝟓
 𝟏 + 𝒙𝟐 

𝟓
𝟐 −

𝟒

𝟑
 𝟏 + 𝒙𝟐 

𝟑
𝟐 + 𝒄 

=
𝟒

𝟏𝟓
 𝟏 + 𝒙𝟐 

𝟑
𝟐 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐 + 𝒄 

Διαφορετικϊ, ακολουθούμε τον εναλλακτικό τρόπο αντιμετώπιςησ τϋτοιων ολοκληρωμϊτων (με 
ομοιοθεςύα) όπωσ εύδαμε ςτη θεωρύα: 

𝐼 =  4𝑥3 1 + 𝑥2 𝑑𝑥 = 4  𝑥3 1 + 𝑥2 𝑑𝑥 = 4  𝑥 ∙ 𝑥2 1 + 𝑥2 𝑑𝑥 = 4  𝑥 ∙  𝑥2 + 1 − 1  1 + 𝑥2 𝑑𝑥 

= 4  𝑥 ∙  𝑥2 + 1  1 + 𝑥2 𝑑𝑥 − 4  𝑥 1 + 𝑥2 𝑑𝑥 = 4  𝑥 ∙  1 + 𝑥2 
3
2 𝑑𝑥 − 4  𝑥 1 + 𝑥2 𝑑𝑥 

= 2   1 + 𝑥2 
3
2 𝑑 1 + 𝑥2 − 2   1 + 𝑥2 𝑑 1 + 𝑥2 =

4

5
 1 + 𝑥2 

5
2 −

4

3
 1 + 𝑥2 

3
2 + 𝑐 

9.(θ)  𝜂𝜇7𝑥 𝜍𝜐𝜈3𝑥𝑑𝑥 =  𝜍𝜐𝜈𝑥 ∙ 𝜂𝜇7𝑥 ∙ 𝜍𝜐𝜈2𝑥 𝑑𝑥 =  𝜂𝜇7𝑥 ∙  1 − 𝜂𝜇2𝑥 ∙ 𝜍𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥 

=   𝜂𝜇7𝑥 − 𝜂𝜇9𝑥 𝑑 𝜂𝜇𝑥 =
𝜼𝝁𝟖𝒙

𝟖
−

𝜼𝝁𝟏𝟎𝒙

𝟏𝟎
+ 𝒄 

10.(ι)  𝜂𝜇 7𝑥 𝜍𝜐𝜈 3𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
  𝜂𝜇 7𝑥 − 3𝑥 + 𝜂𝜇 7𝑥 + 3𝑥  𝑑𝑥 

=
1

2
  𝜂𝜇 4𝑥 + 𝜂𝜇 10𝑥  𝑑𝑥 = −

𝟏

𝟖
𝝇𝝊𝝂 𝟒𝒙 −

𝟏

𝟐𝟎
𝝇𝝊𝝂 𝟏𝟎𝒙 + 𝒄 

11.(ια)  
𝜂𝜇4𝑥

𝜍𝜐𝜈6𝑥
𝑑𝑥 =  𝜀𝜑4𝑥𝜏𝜀𝜇2𝑥𝑑𝑥 =  𝜀𝜑4𝑥 𝑑 𝜀𝜑𝑥 =

𝜺𝝋𝟓𝒙

𝟓
+ 𝒄 

12.(ιβ)  𝜂𝜇  2𝑥 𝜍𝜐𝜈6𝑥𝑑𝑥 = 2  𝜂𝜇 𝑥𝜍𝜐𝜈𝑥𝜍𝜐𝜈6𝑥𝑑𝑥 = −2  𝜍𝜐𝜈7𝑥 𝑑 𝜍𝜐𝜈𝑥 = −
𝝇𝝊𝝂𝟖𝒙

𝟒
+ 𝒄 

13.(ιγ)   1 − 𝜂𝜇 2𝑥 𝑑𝑥 =    𝜂𝜇𝑥 − 𝜍𝜐𝜈𝑥 2 𝑑𝑥 =   𝜂𝜇𝑥 − 𝜍𝜐𝜈𝑥 𝑑𝑥 = −𝜼𝝁𝒙 − 𝝇𝝊𝝂𝒙 + 𝒄 

Χρηςιμοποιόςαμε το ότι 𝑥 ∈  0,
𝜋

4
  και το ότι

 𝜂𝜇𝑥 − 𝜍𝜐𝜈𝑥 2 = 𝜂𝜇2𝑥 − 2𝜍𝜐𝜈𝑥𝜂𝜇𝑥 + 𝜍𝜐𝜈2𝑥 = 1 − 𝜂𝜇 2𝑥  

Σημείωςη: ςτη λύςη του ΥΠΠΑΝ δύνεται 

𝜼𝝁𝒙 + 𝝇𝝊𝝂𝒙 + 𝒄 

14.(ιδ)   𝑥2 + 1 𝑒𝑥 𝑑𝑥 =  𝑥2𝑒𝑥 𝑑𝑥 +  𝑒𝑥 𝑑𝑥 
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Το  𝑥2𝑒𝑥 𝑑𝑥 υπολογύζεται εύκολα με 2 εφαρμογϋσ  ολοκλόρωςησ κατα μϋρη: 

 𝑒𝑥 ∙ 𝑥2 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 ∙ 𝑥2 − 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥 + 𝑐 και  𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐.  Συνεπώσ, 

  𝑥2 + 1 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝒆𝒙 ∙ 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒆𝒙 + 𝟑𝒆𝒙 + 𝒄 =  𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟑 𝒆𝒙 + 𝒄 

15.(ιε) 

𝛪 =  𝑒𝑎𝑥 𝜂𝜇 𝛽𝑥 𝑑𝑥 =  𝜂𝜇 𝛽𝑥 ∙
1

𝑎
𝑒𝑎𝑥 

′

𝑑𝑥 =  
1

𝑎
𝑒𝑎𝑥𝜂𝜇 𝛽𝑥 −

1

𝑎
 𝑒𝑎𝑥 ∙  𝜂𝜇 𝛽𝑥  

′
𝑑𝑥 

=  
1

𝑎
𝑒𝑎𝑥𝜂𝜇 𝛽𝑥 −

𝛽

𝑎
 𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝜍𝜐𝜈 𝛽𝑥 𝑑𝑥 =

1

𝑎
𝑒𝑎𝑥𝜂𝜇𝑥 −

𝛽

𝑎
  

1

𝑎
𝑒𝑎𝑥 

′

∙ 𝜍𝜐𝜈 𝛽𝑥 𝑑𝑥

=
1

𝑎
𝑒𝑎𝑥𝜂𝜇 𝛽𝑥 −

𝛽

𝑎2
 𝑒𝑎𝑥 ∙  𝜂𝜇 𝛽𝑥  

′
𝑑𝑥 =

1

𝑎
𝑒𝑎𝑥𝜂𝜇 𝛽𝑥 −

𝛽

𝑎2
 𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝜍𝜐𝜈 𝛽𝑥 − 𝛽  𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝜍𝜐𝜈 𝛽𝑥 𝑑𝑥  

=
1

𝑎
𝑒𝑎𝑥𝜂𝜇 𝛽𝑥 −

𝛽

𝑎2
𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝜍𝜐𝜈 𝛽𝑥 −

𝛽2

𝑎2
𝛪 

και αρα, 𝜤 =
𝒆𝒂𝒙

𝒂𝟐 + 𝜷𝟐
 𝜷𝝇𝝊𝝂 𝜷𝒙 + 𝒂𝜼𝝁 𝜷𝒙  + 𝒄 

16.(ιςτ) 

 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈𝑥 𝑑𝑥 =  𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈𝑥 ∙  𝑥 ′ 𝑑𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈𝑥 ∙ 𝑥 −  𝑥 ∙  𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈𝑥 ′ 𝑑𝑥 

= 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈𝑥 ∙ 𝑥 −  
𝑥

 1 − 𝑥2
𝑑𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈𝑥 ∙ 𝑥 +

1

2
 

𝑑 1 − 𝑥2 

 1 − 𝑥2
= 𝝉𝝄𝝃𝝇𝝊𝝂𝒙 ∙ 𝒙 −  𝟏 − 𝒙𝟐 + 𝒄 

17.(ιζ)  
1

 𝑥 − 1 2 𝑥 − 2 
𝑑𝑥 =   

1

𝑥 − 2
−

1

 𝑥 − 1 2
+

1

𝑥 − 1
 𝑑𝑥 =

𝟏

𝒙 − 𝟏
+ 𝐥𝐧  

𝒙 − 𝟐

𝒙 − 𝟏
 + 𝒄 

18.(ιη) 

 
𝑥 − 1

𝑥2 + 2𝑥 + 10
𝑑𝑥 =  

𝑥 + 1 − 2

𝑥2 + 2𝑥 + 10
𝑑𝑥 =

1

2
 

2𝑥 + 2

𝑥2 + 2𝑥 + 10
𝑑𝑥 − 2  

𝑑𝑥

𝑥2 + 2𝑥 + 10

=
1

2
 

𝑑 𝑥2 + 2𝑥 + 10 

𝑥2 + 2𝑥 + 10
− 2  

𝑑𝑥

 𝑥 + 1 2 − 9
𝑑𝑥 =

1

2
ln 𝑥2 + 2𝑥 + 10 −

2

9
 

𝑑𝑥

 
𝑥 + 1

3
 

2

− 1

=
1

2
ln 𝑥2 + 2𝑥 + 10 −

2

3
 

𝑑  
𝑥 + 1

3
 

 
𝑥 + 1

3
 

2

− 1

𝑑𝑥 = 𝐥𝐧 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏𝟎 −
𝟐

𝟑
𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋  

𝒙 + 𝟏

𝟑
 + 𝒄 

19.(ιθ) 

 
 𝑥 + 2

𝑥 − 7
𝑑𝑥. Θεωρούμε την αντικατάςταςη 𝑢 =  𝑥 + 2 ⟺ 𝑑𝑥 = 2𝑢𝑑𝑢 και αρα 

 
 𝑥 + 2

𝑥 − 7
𝑑𝑥 = 2  

𝑢2

𝑢2 − 9
𝑑𝑢 = 2  

𝑢2 − 9 + 9

𝑢2 − 9
𝑑𝑢 = 2  

𝑢2 − 9

𝑢2 − 9
𝑑𝑢 − 18  

𝑑𝑢

 𝑢 − 3  𝑢 + 3 

2𝑢 −
18

6
  

1

𝑢 − 3
−

1

𝑢 + 3
 𝑑𝑢 = 2𝑢 + 3 ln  

𝑢 − 3

𝑢 + 3
 + 𝑐 = 𝟐 𝒙 + 𝟐 + 𝟑 𝐥𝐧  

 𝒙 + 𝟐 − 𝟑

 𝒙 + 𝟐 + 𝟑
 + 𝒄 

20.(κ) 
 

1

1 + 𝜂𝜇𝑥
𝑑𝑥 =  

1

1 +
2𝜀𝜑  

𝑥
2 

1 + 𝜀𝜑2  
𝑥
2 

𝑑𝑥 =  
1 + 𝜀𝜑2  

𝑥
2 

𝜀𝜑2  
𝑥
2 + 1 + 2𝜀𝜑  

𝑥
2 

𝑑𝑥 



Προτάσεις λύσεων:  Ιωακείμ Ιωάννης 

34 

=  
𝜏𝜀𝜇2  

𝑥
2 

 𝜀𝜑  
𝑥
2 + 1 

2
𝑑𝑥 = 2  

1

 𝜀𝜑  
𝑥
2 + 1 

2
𝑑  𝜀𝜑  

𝑥

2
 + 1 = −

𝟐

𝜺𝝋  
𝒙
𝟐 + 𝟏

+ 𝒄 

= 𝜺𝝋𝒙 − 𝝉𝜺𝝁𝒙 + 𝒄 

Διαφορετικά 

 
1

1 + 𝜂𝜇𝑥
𝑑𝑥 =  

1 − 𝜂𝜇𝑥

1 − 𝜂𝜇2𝑥
𝑑𝑥 =  

1 − 𝜂𝜇𝑥

𝜍𝜐𝜈2𝑥
𝑑𝑥 =   𝜏𝜀𝜇2𝑥 − 𝜏𝜀𝜇𝑥𝜀𝜑𝑥 𝑑𝑥 = 𝜀𝜑𝑥 − 𝜏𝜀𝜇𝑥 + 𝑐 

21.(κα) 

 
1

3 + 2𝜍𝜐𝜈 2𝑥 − 𝜂𝜇 2𝑥 
𝑑𝑥 = − 

1

𝜂𝜇 2𝑥 − 2𝜍𝜐𝜈 2𝑥 − 3
𝑑𝑥 

Αφου 𝜍𝜐𝜈 2𝑥 =
1 − 𝜀𝜑2𝑥

1 + 𝜀𝜑2𝑥
 και 𝜂𝜇 2𝑥 =

2𝜀𝜑𝑥

1 + 𝜀𝜑2𝑥
, το πιο πάνω γίνεται −  

1 + 𝜀𝜑2𝑥

−3𝜀𝜑2𝑥 + 2𝜀𝜑𝑥 − 2
𝑑𝑥 

Και θεωρώντασ την αντικατϊςταςη 𝑢 = 𝜀𝜑2𝑥 ⟺ 𝑑𝑥 =
2

𝑢2+1
𝑑𝑢 και αρα το πιο πϊνω γύνεται 

=  
𝑑𝑢

 𝑢 − 1 2 + 4
=

1

2
 

𝑑  
𝑢 − 1

2
 

 
𝑢 − 1

2
 

2

+ 1

= 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  
𝑢 − 1

2
 + 𝑐 = 𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋  

𝜺𝝋𝒙 − 𝟏

𝟐
 + 𝒄 

22.(κβ)  
1

𝑥2 1 + 𝑥2
𝑑𝑥. Θεωρούμε την αντικατάςταςη 𝑥 𝜃 = 𝜀𝜑𝜃 ⟺ 𝑑𝑥 = 𝜏𝜀𝜇2 𝜃 𝑑𝜃 ςτο διάςτημα  

𝜋

2
, 𝜋  

και 𝜀𝜑𝜃 = 𝑥.  Αφού 1 + 𝜀𝜑2 𝜃 = 𝜏𝜀𝜇2 𝜃 ⇒ 𝜏𝜀𝜇2 𝜃 = 1 + 𝑥2 και αφού 𝜍𝜐𝜈𝜃 > 0 ςτο  
𝜋

2
, 𝜋 , εύναι 

𝜏𝜀𝜇 𝜃 =  1 + 𝑥2 =, δηλ. 𝜍𝜐𝜈𝜃 =
1

𝜏𝜀𝜇  𝜃 
=

1

 1+𝑥2
. Συνεπώσ, το πιο πϊνω ολοκλόρωμα μεταςχηματύζεται 

ςτο 

 
𝜏𝜀𝜇2 𝜃 𝑑𝜃

𝜀𝜑2 𝜃  1 + 𝜀𝜑2 𝜃 
=  

𝜏𝜀𝜇2 𝜃 𝑑𝜃

𝜀𝜑2 𝜃 𝜏𝜀𝜇𝜃
=  

𝜏𝜀𝜇𝜃

𝜀𝜑2 𝜃 
𝑑𝜃 =  

𝜍𝜐𝜈𝜃

𝜂𝜇2 𝜃 
𝑑𝜃 =  

 𝜂𝜇𝜃 ′

𝜂𝜇2 𝜃 
𝑑𝜃 

δηλ.  
1

𝑥2 1 + 𝑥2
𝑑𝑥 = −

1

𝜂𝜇𝜃
+ 𝑐 = −𝜍𝜏𝜀𝜇𝜃 + 𝑐 

και για να επιςτρϋψουμε ςτην αρχικό μασ μεταβλητό 𝑥, εύτε χρηςιμοποιούμε τριγωνϊκι εύτε με τη 

χρήςη τριγωνομετρικών ταυτοτήτων: 𝜀𝜑𝜃 ∙ 𝜍𝜐𝜈𝜃 = 𝜂𝜇𝜃 ⇒ 𝜂𝜇𝜃 = 𝑥 ∙
1

 1 + 𝑥2
=

𝑥

 1 + 𝑥2
. 

Συνεπώσ, 

 
𝟏

𝒙𝟐 𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 =

 𝟏 + 𝒙𝟐

𝒙
+ 𝒄 

23.(κγ)  
1

 𝑥 + 3  𝑥2 + 3𝑥
𝑑𝑥 =  

1

 𝑥 + 3  𝑥 𝑥 + 3 
𝑑𝑥 

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑡 =
1

𝑥+3
, 𝑥 ≠ −3 ⟺ 𝑑𝑡 = −

1

 𝑥+3 2 𝑑𝑥 ⟺ 𝑑𝑥 = −
1

𝑡2 𝑑𝑡 

Επίςησ, 𝑥 =
1

𝑡
− 3 =

1 − 3𝑡

𝑡
 και το πιο πάνω γίνεται 

 
−

1
𝑡2

1
𝑡
 1 − 3𝑡

𝑡
∙

1
𝑡

𝑑𝑡 = − 
1

𝑡 
1 − 3𝑡

𝑡2

𝑑𝑡 = − 
1

 1 − 3𝑡
𝑑𝑡 =

1

3
 

1

 1 − 3𝑡
𝑑 1 − 3𝑡 

2

3
 1 − 3𝑡 + 𝑐 

και αρα 

 
1

 𝑥 + 3  𝑥2 + 3𝑥
𝑑𝑥 =

𝟐

𝟑

 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙

𝒙 + 𝟑
+ 𝒄 
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2. [Οι 𝑓, 𝑔 θεωρούνται δισ παραγωγύςιμεσ] Έχουμε:

 𝑓 ′′  𝑥 ∙ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 =   𝑓 ′ 𝑥  
′
∙ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 =

Κατα μέρη

𝑓 ′ 𝑥 ∙ 𝑔 𝑥 −  𝑓 ′ 𝑥 ∙ 𝑔′ 𝑥 𝑑𝑥 

Κατα μϋρη = 𝑓 ′ 𝑥 ∙ 𝑔 𝑥 −  𝑓 𝑥 ∙ 𝑔′ 𝑥 −  𝑓 𝑥 ∙  𝑔′ 𝑥  
′
𝑑𝑥  

= 𝑓 ′ 𝑥 ∙ 𝑔 𝑥 − 𝑓 𝑥 ∙ 𝑔′ 𝑥 +  𝑓 𝑥 ∙ 𝑔′′  𝑥 𝑑𝑥

Εφαρμόζουμε το πιο πϊνω για τισ ςυναρτόςεισ 𝑓 και 𝑔 με τύπουσ 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥  και 𝑔 𝑥 = 𝑥2: 

𝑓 ′ 𝑥 = 𝑓 ′′  𝑥 = 𝑒𝑥  και αρα 

 𝑥2 ∙ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2 ∙ 𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥 + 2  𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 ∙ 𝑥2 − 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥 + 𝑐 =  𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐 𝒆𝒙 + 𝒄 

3. (α) Έχουμε για κϊθε 𝑥 ∈ ℝ

𝑑

𝑑𝑥

𝑥

 𝑥2 + 1
 =

 𝑥2 + 1 ∙  𝑥 ′ − 𝑥 ∙   𝑥2 + 1 
′

  𝑥2 + 1 
2 =

 𝑥2 + 1 − 𝑥 ∙
𝑥

 𝑥2 + 1
𝑥2 + 1

=

  𝑥2 + 1 
2
− 𝑥2

 𝑥2 + 1
𝑥2 + 1

=
𝑥2 + 1 − 𝑥2

 𝑥2 + 1  𝑥2 + 1
=

1

 𝑥2 + 1  𝑥2 + 1

Αυτό μασ λέει ότι  
𝟏

 𝒙𝟐 + 𝟏  𝒙𝟐 + 𝟏
𝒅𝒙 =

𝒙

 𝒙𝟐 + 𝟏
+ 𝒄 

(β) Έχουμε 

 
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥

 𝑥2 + 1  𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =  

1

 𝑥2 + 1  𝑥2 + 1
∙ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 𝑑𝑥 =   

𝑥

 𝑥2 + 1
 

′

∙ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 𝑑𝑥

 κατά μέρη  
𝑥

 𝑥2 + 1
∙ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 −   𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 ′ ∙

𝑥

 𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

𝑥

 𝑥2 + 1
∙ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 −  

1

𝑥2 + 1
∙

𝑥

 𝑥2 + 1
𝑑𝑥 

=
𝑥

 𝑥2 + 1
∙ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 −  

𝑥

 𝑥2 + 1 
3
2

𝑑𝑥 =
𝑥

 𝑥2 + 1
∙ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 −

1

2
 

𝑑 𝑥2 + 1 

 𝑥2 + 1 
3
2

=
𝒙

 𝒙𝟐 + 𝟏
∙ 𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋𝒙 +

𝟏

 𝒙𝟐 + 𝟏
+ 𝒄 

4. (α) Έχουμε

 
2𝜍𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥

𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥
𝑑𝑥 =  

 𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥 ′

𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥
𝑑𝑥 = 𝐥𝐧 𝝇𝝊𝝂𝒙 + 𝟐𝜼𝝁𝒙 + 𝒄 

(β) 𝜍𝜐𝜈𝑥 ≡ 𝛼 𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥 + 𝛽 2𝜍𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥 ⟺ 1 ∙ 𝜍𝜐𝜈𝑥 + 0 ∙ 𝜂𝜇𝑥 

≡  𝛼 + 2𝛽 𝜍𝜐𝜈𝑥 + 𝜂𝜇𝑥 2𝛼 − 𝛽  

και λύνοντασ το ςύςτημα 

 

𝛼 + 2𝛽 = 1

2𝛼 − 𝛽 = 0

 

ευρύςκουμε ότι 𝜷 =
𝟐

𝟓
και    𝜶 =

𝟏

𝟓

(γ) 

 
𝜍𝜐𝜈𝑥

𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥
𝑑𝑥 

Από το προηγούμενο ερώτημα, ϋχουμε ότι 
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𝜍𝜐𝜈𝑥 ≡
1

5
 𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥 +

2

5
 2𝜍𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥  

η οπούα μασ δύνει 5𝜍𝜐𝜈𝑥 ≡  𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥 + 2 2𝜍𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥  και διαιρώντασ με το  𝜍𝜐𝜈𝑥 +

2𝜂𝜇𝑥  αμφότερα μϋλη, ϋχουμε: 

5
𝜍𝜐𝜈𝑥

𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥
≡ 1 + 2

2𝜍𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥

𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥

Έτςι, 

5  
𝜍𝜐𝜈𝑥

𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥
𝑑𝑥 ≡  𝑑𝑥 + 2  

2𝜍𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥

𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥
𝑑𝑥 =  𝑑𝑥 + 2  

2𝜍𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥

𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥
𝑑𝑥 

= 𝑥 + 2 ln 𝜍𝜐𝜈𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥  + 𝑐 

δηλ.  
𝝇𝝊𝝂𝒙

𝝇𝝊𝝂𝒙 + 𝟐𝜼𝝁𝒙
𝒅𝒙 =

𝒙

𝟓
+

𝟐

𝟓
𝐥𝐧 𝝇𝝊𝝂𝒙 + 𝟐𝜼𝝁𝒙  + 𝒄 

5. 
1.(α)  

7

2𝑥 ln 𝑥 
𝑑𝑥, 𝑥 ∈  0  , +∞ . Θεωρούμε την αντικατάςταςη 𝑢 𝑥 = ln 𝑥 , 𝑥 ∈  0  , +∞ ⟺ 𝑑𝑢

=
𝑑𝑥

𝑥
. Τότε,  

 
7

2𝑥 ln 𝑥 
𝑑𝑥 = 7  

𝑑𝑢

2 𝑢
= 7 𝑢 + 𝑐 = 𝟕 𝐥𝐧 𝒙 + 𝒄 

2.(β) 
𝐼 =  

𝑒𝑥

 𝑒𝑥 + 1 ln 𝑒𝑥 + 1 
𝑑𝑥 =  

𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
∙

1

ln 𝑒𝑥 + 1 
𝑑𝑥, 𝑥 ∈ ℝ 

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑢 𝑥 = ln 𝑒𝑥 + 1 , 𝑥 ∈ ℝ ⟺ 𝑑𝑢 =
𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
𝑑𝑥. Τότε, 

𝑰 =  
𝒅𝒖

𝒖
= 𝐥𝐧 𝒖 + 𝒄 = 𝐥𝐧 𝐥𝐧 𝒆𝒙 + 𝟏  + 𝒄 

3.(γ)  
1

𝑥4 𝑥2 − 2
𝑑𝑥, 𝜃 ∈  0  ,

𝜋

2
  

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑥 𝜃 =  2𝜏𝜀𝜇𝜃, 𝜃 ∈  0  ,
𝜋

2
 ⟺ 𝑑𝑥 𝜃 =  2𝜏𝜀𝜇𝜃𝜀𝜑𝜃𝑑𝜃. Τότε 

𝑥2 𝜃 − 1 = 2𝜏𝜀𝜇2𝜃 − 2 = 2 𝜏𝜀𝜇2𝜃 − 1 = 2𝜀𝜑2𝜃 

Και αρα αφού 𝜃 ∈  0  ,
𝜋

2
 ⇒ 𝜀𝜑𝜃 > 0,  𝜀𝜑2𝜃 = 𝜀𝜑𝜃

 
1

𝑥4 𝑥2 − 2
𝑑𝑥 =  

 2𝜏𝜀𝜇𝜃𝜀𝜑𝜃

4 2𝜏𝜀𝜇4𝜃𝜀𝜑𝜃
𝑑𝜃 =

1

4
 

𝑑𝜃

𝜏𝜀𝜇3𝜃
=

1

4
 𝜍𝜐𝜈3𝜃 𝑑𝜃 =

1

4
 𝜍𝜐𝜈3𝜃 𝑑𝜃

=
1

4
 𝜂𝜇𝜃 −

1

3
𝜂𝜇3𝜃 + 𝑐 

Επιςτρϋφοντασ τώρα ςτον αρχικό μεταςχηματιςμό μασ, 

𝑥 𝜃 =  2𝜏𝜀𝜇𝜃, 𝜃 ∈  0  ,
𝜋

2
 ⟺ 𝜃 = 𝜏𝜊𝜉𝜏𝜀𝜇

𝑥

 2
  

και αρα 𝜂𝜇𝜃 = 𝜂𝜇  𝜏𝜊𝜉𝜏𝜀𝜇  
𝑥

 2
  =

2

𝑥
 𝑥2 − 2, 𝑥 ∈  0  , 1  

 
𝟏

𝒙𝟒 𝒙𝟐 − 𝟐
𝒅𝒙 =

𝟏

𝟒

𝟐

𝒙
 𝒙𝟐 − 𝟐 −

𝟏

𝒙𝟑
 𝒙𝟐 − 𝟐 

𝟐
𝟑 + 𝒄 =

 𝒙𝟐 + 𝟏  𝒙𝟐 − 𝟐

𝟔𝒙𝟑
+ 𝒄 

4.(δ)   𝜀𝜑 𝜃 𝑑𝜃. Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 

𝑢 𝜃 =  𝜀𝜑 𝜃 ⟺ 𝑑𝑢 𝜃 =
𝜏𝜀𝜇2𝜃

2 𝜀𝜑 𝜃 
𝑑𝜃 =

1 + 𝜀𝜑2𝜃

2 𝜀𝜑 𝜃 
𝑑𝜃 =

1 + 𝑢4

2𝑢
⟺ 𝑑𝜃 =

2𝑢

1 + 𝑢4
𝑑𝑢 
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Τότε 

  𝜀𝜑 𝜃 𝑑𝜃 =  𝑢
2𝑢

1 + 𝑢4
𝑑𝑢 =  

2𝑢2

1 + 𝑢4
𝑑𝑢 = 2  

𝑢2

 𝑢2 −  2𝑢 + 1  𝑢2 +  2𝑢 + 1 
𝑑𝑢 

=
1

2
3
2

  
𝑢

𝑢2 −  2𝑢 + 1
−

𝑢

𝑢2 +  2𝑢 + 1
 𝑑𝑢 =

1

2
3
2

  
𝑢

𝑢2 −  2𝑢 + 1
−

𝑢

𝑢2 +  2𝑢 + 1
 𝑑𝑢 

=
1

2
3
2

ln 𝑢2 +  2𝑢 + 1 +
1

2
5
2

ln 𝑢2 −  2𝑢 + 1 + +
1

2
3
2

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  2𝑢 + 1 

+
1

2
3
2

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  2𝑢 − 1 + 𝑐 

=
𝟏

𝟐
𝟑
𝟐

𝐥𝐧  𝜺𝝋𝟐 𝜽 +  𝟐𝜺𝝋 𝜽 + 𝟏 +
𝟏

𝟐
𝟓
𝟐

𝐥𝐧  𝒖𝟐 −  𝟐𝜺𝝋 𝜽 + 𝟏 + 

+
𝟏

𝟐
𝟑
𝟐

𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋   𝟐𝜺𝝋 𝜽 + 𝟏 +
𝟏

𝟐
𝟑
𝟐

𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋   𝟐𝜺𝝋 𝜽 − 𝟏 + 𝒄 

6. (α) Έχουμε:

 𝑥 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 𝑑𝑥 =   
𝑥2

2
 

′

 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 𝑑𝑥 = 
𝑥2

2
 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 −   

𝑥2

2
 

′

 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 𝑑𝑥 

=
𝑥2

2
 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 −  

𝑥2

2
  𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 ′ 𝑑𝑥 =

𝑥2

2
 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 −  

𝑥2

2
  𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 ′ 𝑑𝑥 

=
𝑥2

2
 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 −  

𝑥2𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 =

𝑥2

2
 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 −   𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 −

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥

1 + 𝑥2
 𝑑𝑥 

= 
𝑥2

2
 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 −   𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 𝑑𝑥 −  

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 

 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 ′ 𝑑𝑥

=  𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 𝑑 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 

=
 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2

2
+ 𝑐 

= 
𝑥2

2
 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 − 𝑥𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 +

ln 𝑥2 + 1 

2
−  𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 ′ 𝑑𝑥 

  𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 𝑑𝑥

= 𝑥𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 −
ln 𝑥2 + 1 

2
+ 𝑐 

= 
𝑥2

2
 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 − 𝑥𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 +

ln 𝑥2 + 1 

2
−

 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2

2
+ 𝑐 

= 
1

2
 𝑥2 + 1  𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 2 − 𝑥𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 +

ln 𝑥2 + 1 

2
+ 𝑐 

(β) Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑥 + 1 = 𝑢: 

 
𝑥2

 𝑥 + 1 3
𝑑𝑥 =  

 𝑢 − 1 2

𝑢3
𝑑𝑢 =  

𝑢2 − 2𝑢 + 1

𝑢3
𝑑𝑢 =   

1

𝑢
−

2

𝑢2
+

1

𝑢3
 𝑑𝑢 = ln 𝑢 +

2

𝑢
−

1

2𝑢2
+ 𝑐 

=   
1

𝑢
−

2

𝑢2
+

1

𝑢3
 𝑑𝑢 = ln 𝑢 +

2

𝑢
−

1

2𝑢2
+ 𝑐 = ln 𝑥 + 1 +

2

𝑥 + 1
−

1

2 𝑥 + 1 2
+ 𝑐 

(γ) Χρηςιμοποιούμε την (τριγωνομετρικό) ταυτότητα 𝜂𝜇𝑥 =
2𝜀𝜑  

𝑥

2
 

𝜀𝜑 2 
𝑥

2
 +1

: 

 
1

 2 + 𝜂𝜇𝑥 
𝑑𝑥 = 

1

2
 

𝜀𝜑2  
𝑥
2
 + 1

𝜀𝜑2  
𝑥
2
 + 𝜀𝜑  

𝑥
2
 + 1

𝑑𝑥 (∗) 

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑢 = 𝜀𝜑  
𝑥

2
 ⟺ 𝑑𝑥 =

2𝑑𝑢

𝜏𝜀𝜇 2 
𝑥

2
 

=
2

𝑢2+1
𝑑𝑢 και αρα: 
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(∗) = 
 

𝑑𝑢

𝑢2 + 𝑢 + 1
=  

𝑑𝑢

 𝑢 +
1
2
 

2

+
3
4

 (∗∗) 

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑤 =  
2𝑢+1

 3
 ⟺ 𝑑𝑤 =

 3𝑑𝑢

2
 και αρα: 

(∗∗) =
2

 3
 

𝑑𝑤

𝑤2 + 1
=

2

 3
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑤 + 𝑐 =

2

 3
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

2𝑢 + 1

 3
 + 𝑐 =

2

 3
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

2𝜀𝜑  
𝑥
2
 + 1

 3
 + 𝑐 

7. (α) Έχουμε:

𝛪𝑓 =  𝑒𝑥 𝑓 𝑥 + 𝑓 ′ 𝑥  𝑑𝑥 =  𝑒𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +  𝑒𝑥𝑓 ′ 𝑥 𝑑𝑥

Εύναι 

 𝑒𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =   𝑒𝑥 ′𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥𝑓 𝑥 −  𝑒𝑥𝑓 ′ 𝑥 𝑑𝑥 

και αρα  𝛪𝑓 = 𝑒𝑥𝑓 𝑥 + 𝑐. Έτςι, αν 𝑓 𝑥 = 𝜂𝜇𝑥, τότε  𝑒𝑥 𝜂𝜇𝑥 + 𝜍𝜐𝜈𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥 + 𝑐 

𝛪𝜈 =  
1

 𝑥2 + 𝛼2 𝜈
𝑑𝑥   𝜈 ∈ ℕ, 𝛼 ≠ 0  

Για 𝜈 = 1, έχουμε 𝐼1 =  
𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑎2
=

1

𝑎
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

𝑥

𝑎
 + 𝑐  ενώ για 𝜈 > 1: 

𝐼𝑛 =  
𝑑𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈
=   𝑥 ′ ∙

1

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈
 𝑑𝑥 =

𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈
−  𝑥 ∙

1

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈
 

′

𝑑𝑥 

=
𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈
+ 2𝑛  

𝑥2

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈+1
𝑑𝑥 =

𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈
+ 2𝜈  

𝑥2 + 𝑎2 − 𝑎2

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈+1
𝑑𝑥 

=
𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈
+ 2𝜈  

𝑑𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈
− 2𝜈𝑎2  

𝑑𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈+1
=

𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈
+ 2𝜈𝐼𝜈 − 2𝜈𝑎2𝐼𝜈+1

και λύνοντασ ωσ προσ 𝐼𝜈+1: 

𝐼𝜈+1 =
1

2𝜈𝑎2
 

𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈
+  2𝜈 − 1 𝐼𝜈    ή  𝐼𝑛 =

1

2 𝜈 − 1 𝑎2
 

𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 𝜈−1
+  2𝜈 − 3 𝐼𝜈−1  

(β) Έχουμε 

𝐼2 =
1

2 2 − 1 𝑎2
 

𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 2−1
+  2 ∙ 2 − 3 𝐼2−1 =

1

2𝑎2
 

𝑥

𝑥2 + 𝑎2
+

1

𝑎
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

𝑥

𝑎
  + 𝑐 

και 

𝐼2 =
1

2 3 − 1 𝑎2
 

𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 3−1
+  2 ∙ 3 − 3 𝐼3−1  

=
1

4𝑎2
 

5𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 2
+

3

2𝑎2
∙

𝑥

𝑥2 + 𝑎2
+

3

2𝛼3
 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

𝑥

𝑎
   + 𝑐 

8. 𝑓 𝑥 = −
2

𝑥3 , 𝑥 ∈  −∞  , 0 ∪  0  , +∞ . Η ςυνϊρτηςη 𝐹 με τύπο 

𝐹 𝑥 =

 
 
 

 
 

1

𝑥2
, 𝑥 > 0

1

𝑥2
, 𝑥 < 0

 

εύναι μια παρϊγουςα τησ 𝑓 αφού για 𝑥 ∈  −∞  , 0 ∪  0  , +∞  ϋχουμε 𝐹′ 𝑥 =  
1

𝑥2 
′

= −
2

𝑥3. Ομούωσ και 

η ςυνϊρτηςη 𝐺 με τύπο 
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𝐺 𝑥 =

 
 
 

 
 

1

𝑥2
+ 5, 𝑥 > 0

1

𝑥2
− 5, 𝑥 < 0

 

εύναι μια παρϊγουςα τησ 𝑓 αφού για 𝑥 ∈  −∞  , 0  ϋχουμε 𝐺 ′ 𝑥 =  
1

𝑥2 − 5 
′

= −
2

𝑥3 και για 

𝑥 ∈  0  , +∞  ϋχουμε 𝐺 𝑥 =  
1

𝑥2 + 5 
′

= −
2

𝑥3. Σε κϊθε περύπτωςη,  𝐹′ ≡ 𝑓,   𝐺 ′  ≡ 𝑓. Εύναι λϊθοσ να 

γρϊψουμε 

  −
2

𝑥3
 𝑑𝑥 =

1

𝑥2
, 𝑥 ∈  −∞  , 0 ∪  0  , +∞ ≡  ℝ −  0  

αφού το ςύνολο  −∞  , 0 ∪  0  , +∞  δεν εύναι ςυνεκτικό. 

9. Έχουμε:

𝛪𝑓 =  𝑒𝑥 𝑓 𝑥 + 𝑓 ′ 𝑥  𝑑𝑥 =  𝑒𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +  𝑒𝑥𝑓 ′ 𝑥 𝑑𝑥

Εύναι 

 𝑒𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =   𝑒𝑥 ′𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥𝑓 𝑥 −  𝑒𝑥𝑓 ′ 𝑥 𝑑𝑥 

και αρα  𝛪𝑓 = 𝑒𝑥𝑓 𝑥 + 𝑐. Έτςι, αν 𝑓 𝑥 = 𝜂𝜇𝑥, τότε  𝑒𝑥 𝜂𝜇𝑥 + 𝜍𝜐𝜈𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥 + 𝑐 

10. Θα βρούμε την 𝑓 ςε κϊθε περύπτωςη:

(α) Έχουμε

 
𝑓2 𝑥 𝑓 ′ 𝑥 = 𝑥2 + 1

𝑓 0 = 0

 ⇒

 
 
 

 
 

 
𝑓3 𝑥 

3
 

′

= 𝑥2 + 1

𝑓 0 = 0

 

⇒

 
 
 

 
 

  
𝑓3 𝑥 

3
 

′

𝑑𝑥 =   𝑥2 + 1 𝑑𝑥

𝑓 0 = 0

 

 
 

 
𝑓3 𝑥 

3
=

𝑥3

3
+ 𝑥 + 𝑐

𝑓 0 = 0

 

Εύναι 𝑓 0 = 0 ⇒ 𝑐 = 0 και αρα 

𝑓3 𝑥 

3
=

𝑥3

3
+ 𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ 

Για 𝑥 > 0, η πιο πϊνω δύνει 

𝑓3 𝑥 = 𝑥3 + 3𝑥, ∀𝑥 > 0 

και αφού 𝑓 0 = 0, ϋπεται ότι 

𝒇𝟑 𝒙 = 𝒙𝟑 + 𝟑𝒙, ∀𝒙 ≥ 𝟎 

(β) Έχουμε 

 

𝑥𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒𝑥 − 𝑓 𝑥 

𝑓 2 = 0

 ⇒  

𝑥𝑓 ′ 𝑥 + 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥

𝑓 2 = 0

 ⇒  

  𝑥𝑓 ′ 𝑥 + 𝑓 𝑥  
′
𝑑𝑥 =  𝑒𝑥 𝑑𝑥

𝑓 2 = 0
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⇒  

  𝑥𝑓 𝑥  
′
𝑑𝑥 = 𝑒𝑥

𝑓 2 = 0

 ⇒  

𝑥𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐

𝑓 2 = 0

 

Εύναι 𝑓 2 = 0 ⇒ 𝑐 = −𝑒2 και αρα 𝒙𝒇 𝒙 = 𝒆𝒙 − 𝒆𝟐, ∀𝒙 ∈ ℝ −  𝟎 , δηλ. 

𝒇 𝒙 =
𝒆𝒙

𝒙
−

𝒆𝟐

𝒙
, ∀𝒙 ∈ ℝ −  𝟎  

(γ) Έχουμε 

 
2𝑥𝑓 ′ 𝑥 + 𝑥2𝑓 ′′  𝑥 = 2𝑥 + 1

𝑓 ′ 1 = 𝑓 1 = 2

 ⇒  

  𝑥2𝑓 ′ 𝑥  
′
𝑑𝑥 =   2𝑥 + 1 𝑑𝑥

𝑓 ′ 1 = 𝑓 1 = 2

 ⇒  
𝑥2𝑓 ′ 𝑥 = 𝑥2 + 𝑥 + 𝑐1

𝑓 ′ 1 = 𝑓 1 = 2

 

Αλλϊ, 𝑓 ′ 1 = 2 και αρα 𝑐1 = 0. To ΠΑΤ μασ γύνεται λοιπόν

⇒  
𝑥2𝑓 ′ 𝑥 = 𝑥2 + 𝑥

𝑓 1 = 2

 ⇒  
 𝑓 ′ 𝑥 𝑑𝑥 =   1 +

1

𝑥
 𝑑𝑥

𝑓 1 = 2

 ⇒  

𝑓 𝑥 = 𝑥 + ln 𝑥 + 𝑐

𝑓 1 = 2

 

Αλλϊ, 𝑓 1 = 2 και αρα 1 = 𝑐 και ϋτςι 

𝒇 𝒙 = 𝒙 + 𝐥𝐧 𝒙 + 𝟏 

11. Έχουμε

𝑓 ′′  𝑥 =
2

 𝑥 − 3 3
, 𝑥 ≠ 3 

Η ςυνϊρτηςη 𝐹 με τύπο 

𝐹 𝑥 =

 
 
 

 
 −

1

 𝑥 − 3 2
+ 𝐶1 , 𝑥 > 3

−
1

 𝑥 − 3 2
+ 𝐶2, 𝑥 < 3

 

εύναι μια παρϊγουςα τησ 𝑓 ′′ . Από υπόθεςη,  𝑓 ′ 4 = 0 και αρα 𝐶1 = 1. Έτςι,

𝐹 𝑥 =

 
 
 

 
 −

1

 𝑥 − 3 2
+ 1, 𝑥 > 3

−
1

 𝑥 − 3 2
+ 𝐶2, 𝑥 < 3

 

Η ςυνϊρτηςη 𝐹 με τύπο 

𝐹 𝑥 =

 
 
 

 
 𝑥 +

1

𝑥 − 3
+ 𝑐, 𝑥 > 3

𝐶2𝑥 +
1

𝑥 − 3
, 𝑥 < 3

 

εύναι μια παρϊγουςα τησ 𝑓 ′ . Έτςι,  χρηςιμοποιώντασ και το ότι 𝑓 4 = 4,  βρύςκουμε 𝑐 = −1 και αρα 
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𝐹 𝑥 =

 
 
 

 
 𝑥 +

1

𝑥 − 3
− 1, 𝑥 > 3

𝐶𝑥 +
1

𝑥 − 3
, 𝑥 < 3

 =

 
 
 

 
 

𝑥2 − 4𝑥 + 4

𝑥 − 3
, 𝑥 > 3

𝐶𝑥 +
1

𝑥 − 3
, 𝑥 < 3

 =

 
 
 

 
 

 𝑥 − 2 2

𝑥 − 3
, 𝑥 > 3

𝐶𝑥 +
1

𝑥 − 3
, 𝑥 < 3

 

Μια τϋτοια ςυνϊρτηςη εύναι και η 

𝒇 𝒙 =
 𝒙 − 𝟐 𝟐

𝒙 − 𝟑
, 𝒙 ≠ 𝟑 

12. Έχουμε

 

𝑓 ′′  𝑥 − 3𝑓 ′ 𝑥 + 2𝑓 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ ℝ

𝑓 ′ 0 = 3, 𝑓 0 = 2

 

(α) Εύναι ∀𝑥 ∈ ℝ 𝑢 𝑥 = 𝑓 ′ 𝑥 − 𝑓 𝑥 ⇒ 𝑢′ 𝑥 = 𝑓 ′′  𝑥 − 𝑓 ′ 𝑥  και αρα 

𝑢′ 𝑥 − 2𝑢 𝑥 = 𝑓 ′′  𝑥 − 𝑓 ′ 𝑥 − 2𝑓 ′ 𝑥 + 2𝑓 𝑥 = 𝑓 ′′  𝑥 − 3𝑓 ′ 𝑥 + 2𝑓 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ ℝ 

από υπόθεςη. 

(β) Εύναι 𝑢 0 = 𝑓 ′ 0 − 𝑓 0 = 3 − 2 = 1. Τώρα, θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη 𝑕 με τύπο 𝑕 𝑥 =

𝑒−2𝑥𝑢 𝑥 . Εύναι 

𝑕′ 𝑥 =  𝑒−2𝑥𝑢 𝑥  
′
⇒ 𝑕′ 𝑥 = −2𝑒−2𝑥𝑢 𝑥 + 𝑒−2𝑥𝑢′ 𝑥 = 𝑒−2𝑥  𝑢′ 𝑥 − 2𝑢 𝑥             

=0

= 0, ∀𝑥 ∈ ℝ 

και αρα, από γνωςτό μασ Πόριςμα, εύναι 𝑕 𝑥 = 𝑐 για κϊποια πραγματικό ςταθερϊ 𝑐, 

δηλ. 𝑒−2𝑥𝑢 𝑥 = 𝑐, δηλ. 𝑢 𝑥 = 𝑐𝑒2𝑥 , ∀𝑥 ∈ ℝ. Αλλϊ, 𝑢 0 = 1 και αρα 𝑐 = 1. Συνεπώσ, 

𝒖 𝒙 = 𝒆𝟐𝒙, ∀𝒙 ∈ ℝ 

 (γ) Εύναι ∀𝑥 ∈ ℝ 

 𝑒−𝑥𝑓 𝑥  
′

= −𝑒−𝑥𝑓 𝑥 + 𝑒−𝑥𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒−𝑥 𝑓 ′ 𝑥 − 𝑓 𝑥  = 𝑢 𝑥 𝑒−𝑥 = 𝑒2𝑥 ∙ 𝑒−𝑥 = 𝑒𝑥  

Τώρα, 

 𝑒−𝑥𝑓 𝑥  
′

= 𝑒𝑥 ⇒   𝑒−𝑥𝑓 𝑥  
′
𝑑𝑥 =  𝑒𝑥 𝑑𝑥 ⇒ 𝑒−𝑥𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐 ⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑒2𝑥 + 𝑐𝑒𝑥  

Αλλϊ, 𝑓 0 = 2 και αρα 𝑐 + 1 = 2, δηλ. 𝑐 = 1. Έτςι, 

𝒇 𝒙 = 𝒆𝟐𝒙 + 𝒆𝒙, ∀𝒙 ∈ ℝ 


