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Δραςτηριότητεσ ςελ. 54 (Ενότητα 3.6.7: Ολοκληρώματα αναγωγικού τύπου) 

1. (α) 𝐼𝜈 =  𝑥𝜈 ∙ 𝑒𝑥 𝑑𝑥, όπου 𝜈 ∈ ℕ ∪  0 . Έχουμε,

𝐼0 =  𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐 και για 𝜈 ≥ 1 ςταθεροποιημένο

𝐼𝜈 =  𝑥𝜈 ∙ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 =  𝑥𝜈 ∙  𝑒𝑥 ′ 𝑑𝑥 = 𝑥𝜈 ∙ 𝑒𝑥 −  𝑒𝑥 ∙  𝑥𝜈 ′ 𝑑𝑥 

= 𝑥𝜈 ∙ 𝑒𝑥 − 𝜈  𝑒𝑥 ∙ 𝑥𝜈−1 𝑑𝑥 = 𝑥𝜈 ∙ 𝑒𝑥 − 𝜈𝐼𝜈−1

(β) 𝐼𝜈 =
1

2
𝑥2 𝑙𝑛 𝑥 𝜈 −

𝜈

2
𝐼𝜈−1, όπου 𝐼𝜈 =  𝑥2 ∙  𝑙𝑛 𝑥 𝜈 𝑑𝑥  𝜈 ∈ ℕ ∪  0  . Έχουμε,

𝐼0 =  𝑥2 𝑑𝑥 =
𝑥3

3
+ 𝑐 και για 𝜈 ≥ 1 ςταθεροποιημένο 

𝐼𝜈 =  𝑥 ∙  𝑙𝑛 𝑥 𝜈 𝑑𝑥 =   ln 𝑥 𝜈 ∙
1

2
𝑥2 

′

𝑑𝑥 = 
1

2
𝑥2 ln 𝑥 𝜈 −  

1

2
𝑥2 ∙   ln 𝑥 𝜈 ′ 𝑑𝑥 

= 
1

2
𝑥2 ln 𝑥 𝜈 −

𝜈

2
 𝑥

∙  ln 𝑥 𝜈−1 𝑑𝑥

= 
1

2
𝑥2 ln 𝑥 𝜈 −

𝜈

2
𝐼𝜈−1 

(γ) 𝐼𝜈 =  𝜀𝜑𝜈 𝑥 𝑑𝑥.  𝜈 ∈ ℕ ∪  0  . Έχουμε, 𝐼0 = 𝑥 + 𝑐 και

𝐼1 =  𝜀𝜑 𝑥 𝑑𝑥 =  
𝜂𝜇 𝑥 

𝜍𝜐𝜈 𝑥 
𝑑𝑥 = −  

 𝜍𝜐𝜈 𝑥  
′

𝜍𝜐𝜈 𝑥 
𝑑𝑥 = − ln 𝜍𝜐𝜈 𝑥  + 𝑐 = ln 𝜏𝜀𝜇 𝑥  + 𝑐 

και για 𝜈 ≥ 2 ςταθεροποιημένο 

𝐼𝜈 =  𝜀𝜑𝜈 𝑥 𝑑𝑥 =  𝜀𝜑𝜈−2 𝑥 ∙ 𝜀𝜑2 𝑥 𝑑𝑥 =  𝜀𝜑𝜈−2 𝑥 ∙  𝜏𝜀𝜇2 𝑥 − 1 𝑑𝑥 

=  𝜀𝜑𝜈−2 𝑥 ∙ 𝜏𝜀𝜇2 𝑥 𝑑𝑥 −  𝜀𝜑𝜈−2 𝑥 𝑑𝑥 

=  𝜀𝜑𝜈−2 𝑥 ∙  𝜀𝜑 𝑥  
′
𝑑𝑥 −  𝜀𝜑𝜈−2 𝑥 𝑑𝑥 =

𝜀𝜑𝜈−1 𝑥 

𝜈 − 1
− 𝐼𝜈−2 

2. 𝐼𝜈 =  𝑥𝜈 ∙ 𝜂𝜇 2𝑥 𝑑𝑥, όπου 𝜈 ∈ ℕ, 𝜈 ≥ 2.

Εύναι δε 

𝐼0 =  𝑥0 ∙ 𝜂𝜇 2𝑥 𝑑𝑥 =  𝜂𝜇 2𝑥 𝑑𝑥 = −
𝜍𝜐𝜈 2𝑥 

2
+ 𝑐 

𝐼1 =  𝑥1 ∙ 𝜂𝜇 2𝑥 𝑑𝑥 =  𝑥𝜂𝜇 2𝑥 𝑑𝑥 =
𝜂𝜇 2𝑥 

2
−

𝜍𝜐𝜈 2𝑥 

2
+ 𝑐 

(με κατα μέρη ολοκλήρωςη) 

Έχουμε, για 𝜈 ≥ 2 ςταθεροποιημένο 

𝐼𝜈 =  𝑥𝜈 ∙ 𝜂𝜇 2𝑥 𝑑𝑥
=  𝑥𝜈 ∙  −

1

2
𝜍𝜐𝜈 2𝑥  

′

 𝑑𝑥 

= −𝑥𝜈 ∙
1

2
𝜍𝜐𝜈 2𝑥 +

𝜈

2
 𝜍𝜐𝜈 2𝑥 ∙ 𝑥𝜈−1 𝑑𝑥 

= −
1

2
𝑥𝜈𝜍𝜐𝜈 2𝑥 +

𝜈

2
  

1

2
𝜂𝜇 2𝑥  

′

∙ 𝑥𝜈−1 𝑑𝑥

= −
1

2
𝑥𝜈𝜍𝜐𝜈 2𝑥 +

𝜈

2

1

2
𝜂𝜇 2𝑥  ∙ 𝑥𝜈−1 −

𝜈 − 1

2
 𝑥𝜈−2 ∙ 𝜂𝜇 2𝑥 𝑑𝑥  

= −
𝟏

𝟐
𝒙𝝂𝝇𝝊𝝂 𝟐𝒙 +

𝝂

𝟒
𝜼𝝁 𝟐𝒙  ∙ 𝒙𝝂−𝟏 −

𝝂 𝝂 − 𝟏 

𝟒
𝑰𝝂−𝟐 

Τϋλοσ, 

 𝑥4 ∙ 𝜂𝜇 2𝑥 𝑑𝑥 = 𝐼4 = −
1

2
𝑥4𝜍𝜐𝜈 2𝑥 +

4

4
𝜂𝜇 2𝑥  ∙ 𝑥4−1 −

4 4 − 1 

4
𝐼4−2 
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= −
1

2
𝑥4𝜍𝜐𝜈 2𝑥 + 𝜂𝜇 2𝑥  ∙ 𝑥3 − 3𝐼2

και αφού 

𝐼2 = −
1

2
𝑥2𝜍𝜐𝜈 2𝑥 +

2

4
𝜂𝜇 2𝑥  ∙ 𝑥2−1 −

2 2 − 1 

4
𝐼2−2 = −

1

2
𝑥2𝜍𝜐𝜈 2𝑥 +

1

2
𝜂𝜇 2𝑥  ∙ 𝑥 −

1

2
𝐼0 

ϋπεται τελικϊ ότι 

 𝒙𝟒 ∙ 𝜼𝝁 𝟐𝒙 𝒅𝒙 =
𝒙 𝟐𝒙𝟐 − 𝟑 𝜼𝝁 𝟐𝒙 

𝟐
−

 𝟐𝒙𝟒 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟑 𝝇𝝊𝝂 𝟐𝒙 

𝟒
+ 𝒄 


