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Δραςτηριότητεσ ςελ. 51 (Ενότητα 3.6.6: Ολοκλήρωςη ρητών ςυναρτήςεων) 

1. 
1.(α) 

 
6𝑥

𝑥2 − 4
𝑑𝑥 = 6  

𝑥𝑑𝑥

 𝑥 − 2  𝑥 + 2 
𝑑𝑥 =

6

2
 

1

𝑥 − 2
+

1

𝑥 + 2
 𝑑𝑥 = 3 ln 𝑥 − 2 + ln 𝑥 + 2  + 𝑐 

= 3 ln 𝑥2 − 4 + 𝑐 

(β) 

 
2𝑥 − 7

𝑥2 − 7𝑥 + 3
𝑑𝑥 =  

 𝑥2 − 7𝑥 + 3 ′

𝑥2 − 7𝑥 + 3
𝑑𝑥 = ln 𝑥2 − 7𝑥 + 3 + 𝑐 

(γ) 
 

1

𝑥2 + 2𝑥
𝑑𝑥 =  

1

𝑥 𝑥 + 2 
𝑑𝑥 =

1

2
  

1

𝑥
−

1

𝑥 + 2
 𝑑𝑥 =

1

2
ln  

𝑥

𝑥 + 2
 + 𝑐 

(δ) 
 

2

𝑥2 − 9
𝑑𝑥 = 2  

𝑑𝑥

 𝑥 − 3  𝑥 + 3 
𝑑𝑥 =

2

6
  

1

𝑥 − 3
−

1

𝑥 + 3
 𝑑𝑥 =

1

3
ln  

𝑥 − 3

𝑥 + 3
 + 𝑐 

(ε) 
 

5𝑥 + 4

𝑥2 + 𝑥 − 2
𝑑𝑥 =  

5𝑥 + 4

 𝑥 − 1  𝑥 + 2 
𝑑𝑥 =   

3

𝑥 − 1
+

2

𝑥 + 2
 𝑑𝑥 = 3 ln 𝑥 − 1 + 2 ln 𝑥 + 2 + 𝑐 

(ςτ) 
 

6𝑥 − 4

𝑥2 − 6𝑥 + 13
𝑑𝑥 =  

6𝑥 − 18 + 14

𝑥2 − 6𝑥 + 13
𝑑𝑥 =  

6𝑥 − 18

𝑥2 − 6𝑥 + 8
𝑑𝑥 + 14  

𝑑𝑥

𝑥2 − 6𝑥 + 13
Εύναι 

 
6𝑥 − 18

𝑥2 − 6𝑥 + 13
𝑑𝑥 = 3  

2𝑥 − 6

𝑥2 − 6𝑥 + 13
𝑑𝑥 = 3  

𝑑 𝑥2 − 6𝑥 + 13 

𝑥2 − 6𝑥 + 13
𝑑𝑥 = 3 ln 𝑥2 − 6𝑥 + 13 + 𝑐1

και 

 
𝑑𝑥

𝑥2 − 6𝑥 + 13
=  

𝑑𝑥

 𝑥 − 3 2 + 4
=

1

4
 

𝑑𝑥

 
𝑥 − 3

2
 

2

+ 1

=
1

2
 

𝑑  
𝑥 − 3

2
 

 
𝑥 − 3

2
 

2

+ 1

=
1

2
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

𝑥 − 3

2
 + 𝑐2 

Συνεπώσ,  
𝟔𝒙 − 𝟒

𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟏𝟑
𝒅𝒙 = 𝟑 𝐥𝐧 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏𝟑 + 𝟕𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋  

𝒙 − 𝟑

𝟐
 + 𝒄 

(ζ) 
 

𝑥3 + 2𝑥 + 6

𝑥2 + 𝑥 − 2
𝑑𝑥 =   𝑥 − 1 +

5𝑥 + 4

𝑥2 + 𝑥 − 2
 𝑑𝑥 =   𝑥 − 1 𝑑𝑥 +  

5𝑥 + 4

𝑥2 + 𝑥 − 2
𝑑𝑥 

=
𝑥2

2
− 𝑥 +  

5𝑥 + 4

 𝑥 − 1  𝑥 + 2 
𝑑𝑥 =

𝑥2

2
− 𝑥 +   

3

𝑥 − 1
+

2

𝑥 + 2
 𝑑𝑥 

=
𝒙𝟐

𝟐
− 𝒙 + 𝟑 𝐥𝐧 𝒙 − 𝟏 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 + 𝟐 + 𝒄 

(η) 
 

5𝑥

 𝑥2 + 4  𝑥 + 1 
𝑑𝑥 =   

𝑥 + 4

𝑥2 + 4
−

1

𝑥 + 1
 𝑑𝑥 =  

𝑥

𝑥2 + 4
𝑑𝑥 + 4  

𝑑𝑥

𝑥2 + 4
−  

1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 

=
1

2
 

 𝑥2 + 4 ′

𝑥2 + 4
𝑑𝑥 + 2  

𝑑  
𝑥
4
 

 
𝑥
4
 

2

+ 1
− ln 𝑥 + 1 =

𝟏

𝟐
𝐥𝐧 𝒙𝟐 + 𝟒 + 𝟐𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋  

𝒙

𝟐
 − 𝐥𝐧 𝒙 + 𝟏 + 𝒄 

(θ) 
 

2𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 10
𝑑𝑥 =  

2𝑥 − 2 + 2

𝑥2 − 2𝑥 + 10
𝑑𝑥 =  

2𝑥 − 2

𝑥2 − 2𝑥 + 10
𝑑𝑥 + 2  

𝑑𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 10
Εύναι 

 
2𝑥 − 2

𝑥2 − 2𝑥 + 10
𝑑𝑥 =  

𝑑 𝑥2 − 2𝑥 + 10 

𝑥2 − 2𝑥 + 10
𝑑𝑥 = ln 𝑥2 − 2𝑥 + 10 + 𝑐1

και 

 
𝑑𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 10
=  

𝑑𝑥

 𝑥 − 2 2 + 9
=

1

9
 

𝑑𝑥

 
𝑥 − 1

3
 

2

+ 1

=
1

3
 

𝑑  
𝑥 − 1

3
 

 
𝑥 − 1

9
 

2

+ 1

=
1

3
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

𝑥 − 1

3
 + 𝑐2 

Συνεπώσ,  
𝟐𝒙

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏𝟎
𝒅𝒙 = 𝐥𝐧 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏𝟎 +

𝟐

𝟑
𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋  

𝒙 − 𝟏

𝟑
 + 𝒄 
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(ι) 

 
𝑑𝑥

𝑥2 + 10𝑥 + 29
=  

𝑑𝑥

 𝑥 + 5 2 + 4
=

1

4
 

𝑑𝑥

 
𝑥 + 5

2
 

2

+ 1

=
1

2
 

𝑑  
𝑥 + 5

2
 

 
𝑥 + 5

2
 

2

+ 1

=
𝟏

𝟐
𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋  

𝒙 + 𝟓

𝟐
 + 𝑐 

(ια) 
 

𝑑𝑥

𝑥3 𝑥 + 1 
=   

1

𝑥
−

1

𝑥2
+

1

𝑥3
−

1

𝑥 + 1
 𝑑𝑥 =  

1

𝑥
𝑑𝑥 −  

1

𝑥2
𝑑𝑥 +  

1

𝑥3
𝑑𝑥 −  

𝑑𝑥

𝑥 + 1

= ln 𝑥 +
1

𝑥
−

1

2𝑥2
− ln 𝑥 + 1 + 𝑐 =

𝟏

𝒙
−

𝟏

𝟐𝒙𝟐
+ 𝐥𝐧  

𝒙

𝒙 + 𝟏
 + 𝒄 

(ιβ) 
 

𝑑𝑥

𝑥4 − 1
=  

𝑑𝑥

 𝑥2 − 1  𝑥2 + 1 
=  

𝑑𝑥

 𝑥 − 1  𝑥 + 1  𝑥2 + 1 

=
1

2
  

1

2 𝑥 − 1 
−

1

2 𝑥 + 1 
−

1

𝑥2 + 1
 𝑑𝑥 =

𝟏

𝟒
𝐥𝐧  

𝒙 − 𝟏

𝒙 + 𝟏
 −

𝟏

𝟐
𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋 𝒙 + 𝒄 

(ιγ) 
 

1

𝑥 𝑥2 + 1 2
𝑑𝑥 =   

1

𝑥
−

𝑥

𝑥2 + 1
−

𝑥

 𝑥2 + 1 2
 𝑑𝑥 = 𝐥𝐧 𝒙 −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧 𝒙𝟐 + 𝟏 +

𝟏

𝟐 𝒙𝟐 + 𝟏 
+ 𝒄 

(ιδ) Θεωρούμε την αντικατάςταςη 𝑢 = 𝜀𝜑  
𝑥

2
  και το πιο πάνω μεταςχηματίζεται ςτο 

 
10

3𝜂𝜇𝑥 + 4𝜍𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥 =  − 

𝑑𝑢

2𝑢2 − 3𝑢 − 2
= − 

𝑑𝑢

 𝑢 − 2  2𝑢 + 1 
= −

1

5
  

1

𝑢 − 2
−

2

2𝑢 + 1
 𝑑𝑢 

=
1

5
ln  

2𝑢 + 1

𝑢 − 2
 + 𝑐 =

𝟏

𝟓
𝐥𝐧  

𝟐𝜺𝝋  
𝒙
𝟐
 + 𝟏

𝜺𝝋  
𝒙
𝟐
 − 𝟐

 + 𝒄 

(ιε) 
 

8

3 + 5𝜂𝜇 2𝑥 
𝑑𝑥 = 8  

𝑑𝑥

3 + 5𝜂𝜇 2𝑥 

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑢 = 𝜀𝜑𝑥 ⇒ 𝑥 𝑢 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑢 ⇒ 𝑑𝑥 =
𝑑𝑢

1+𝑢2. Επύςησ, 

𝜂𝜇 2𝑥 =
2𝜀𝜑𝑥

1 + 𝜀𝜑2𝑥
=

2𝑢

1 + 𝑢2

και αρα 

 
8𝑑𝑥

3 + 5𝜂𝜇 2𝑥 
= 8  

𝑑𝑢
1 + 𝑢2

3 + 5
2𝑢

1 + 𝑢2

= 8  
𝑑𝑢

3𝑢2 + 10𝑢 + 3
= 8  

1

8

3

3𝑢 + 1
−

1

𝑢 + 3
 𝑑𝑡 

=   
3

3𝑢 + 1
−

1

𝑢 + 3
 𝑑𝑢 =  ln 3𝑢 + 1 − ln 𝑢 + 3  + 𝑐 = ln  

3𝑢 + 1

𝑢 + 3
 + 𝑐 = 𝐥𝐧  

𝟑𝜺𝝋𝒙 + 𝟏

𝜺𝝋𝒙 + 𝟑
 + 𝒄 

(ιςτ) 
 

1

5 + 3𝜍𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥. Θεωρούμε την αντικατάςταςη 𝑢 =

1

2
𝜀𝜑  

𝑥

2
  και προχωρώντασ  𝜀𝜈𝜏𝜀𝜆ώ𝜎 όμοια 

με τα 2 προηγούμενα, βρύςκουμε  
1

5 + 3𝜍𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥 =

𝟏

𝟐
𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋  

𝟏

𝟐
𝜺𝝋 

𝒙

𝟐
  + 𝒄 

(ιγ) 
 

1

𝑥 𝑥2 + 1 2
𝑑𝑥 =   

1

𝑥
−

𝑥

𝑥2 + 1
−

𝑥

 𝑥2 + 1 2
 𝑑𝑥 = 𝐥𝐧 𝒙 −

𝟏

𝟐
𝐥𝐧 𝒙𝟐 + 𝟏 +

𝟏

𝟐 𝒙𝟐 + 𝟏 
+ 𝒄 

(ιδ) Θεωρούμε την αντικατάςταςη 𝑢 = 𝜀𝜑  
𝑥

2
  και το πιο πάνω μεταςχηματίζεται ςτο 

 
10

3𝜂𝜇𝑥 + 4𝜍𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥 =  − 

𝑑𝑢

2𝑢2 − 3𝑢 − 2
= − 

𝑑𝑢

 𝑢 − 2  2𝑢 + 1 
= −

1

5
  

1

𝑢 − 2
−

2

2𝑢 + 1
 𝑑𝑢 

=
1

5
ln  

2𝑢 + 1

𝑢 − 2
 + 𝑐 =

1

5
ln  

2𝜀𝜑  
𝑥
2
 + 1

𝜀𝜑  
𝑥
2
 − 2

 + 𝑐 



Προτάσεις λύσεων:  Ιωακείμ Ιωάννης 

26 

(ιε) 
 

8

3 + 5𝜂𝜇 2𝑥 
𝑑𝑥 = 8  

𝑑𝑥

3 + 5𝜂𝜇 2𝑥 

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑢 = 𝜀𝜑𝑥 ⇒ 𝑥 𝑢 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑢 ⇒ 𝑑𝑥 =
𝑑𝑢

1+𝑢2. Επύςησ, 

𝜂𝜇 2𝑥 =
2𝜀𝜑𝑥

1 + 𝜀𝜑2𝑥
=

2𝑢

1 + 𝑢2

και αρα 

 
8𝑑𝑥

3 + 5𝜂𝜇 2𝑥 
= 8  

𝑑𝑢
1 + 𝑢2

3 + 5
2𝑢

1 + 𝑢2

= 8  
𝑑𝑢

3𝑢2 + 10𝑢 + 3
= 8  

1

8

3

3𝑢 + 1
−

1

𝑢 + 3
 𝑑𝑡 

=   
3

3𝑢 + 1
−

1

𝑢 + 3
 𝑑𝑢 =  ln 3𝑢 + 1 − ln 𝑢 + 3  + 𝑐 = ln  

3𝑢 + 1

𝑢 + 3
 + 𝑐 = ln  

3𝜀𝜑𝑥 + 1

𝜀𝜑𝑥 + 3
 + 𝑐 

(ιςτ) 
 

1

5 + 3𝜍𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥. Θεωρούμε την αντικατάςταςη 𝑢 =

1

2
𝜀𝜑  

𝑥

2
  και προχωρώντασ  𝜀𝜈𝜏𝜀𝜆ώ𝜎 όμοια 

με τα 2 προηγούμενα, βρύςκουμε  
1

5 + 3𝜍𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

1

2
𝜀𝜑  

𝑥

2
  + 𝑐 


