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Δραςτηριότητεσ ςελ. 45 (Ενότητα 3.6.5: Τριγωνομετρικέσ αντικαταςτάςεισ) 

1. (α) Θα υπολογύςουμε το 
𝑑𝑥

 16−𝑥2
. Θεωρούμε την αντικατάςταςη 𝑥 = 4𝜂𝜇𝜃, 𝜃 ∈  0,

𝜋

2
 ⟺ 𝑑𝑥 =

4𝜍𝜐𝜈𝜃𝑑𝜃.

Τότε,  𝜍𝜐𝜈2𝜃 = 1 − 𝜂𝜇2𝜃 ⇒ 𝜍𝜐𝜈𝜃 =  1 − 𝜂𝜇2𝜃 =  1 −  
𝑥

16
 

2

=  16 − 𝑥2 

Έτςι,  
𝑑𝑥

 16 − 𝑥2
=  

𝜍𝜐𝜈𝜃𝑑𝜃

𝜍𝜐𝜈𝜃𝜃
=  𝑑𝜃 = 𝜃 + 𝑐 = 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  

𝑥

4
 + 𝑐 

(β) 
  4 + 𝑥2 𝑑𝑥. Θεωρούμε την αντικατάςταςη 𝑥 𝜃 = 2𝜀𝜑𝜃 ⇒ 𝑑𝑥 = 2𝜏𝜀𝜇2 𝜃 𝑑𝜃 ςτο διάςτημα  

𝜋

2
, 𝜋  

και 𝜀𝜑𝜃 =
𝑥

2
.  Αφού

1 + 𝜀𝜑2 𝜃 = 𝜏𝜀𝜇2 𝜃 ⇒ 𝜏𝜀𝜇2 𝜃 = 1 +
𝑥2

4

και αφού 𝜍𝜐𝜈𝜃 > 0 ςτο  
𝜋

2
, 𝜋 , εύναι 𝜏𝜀𝜇 𝜃 =  1 +

𝑥2

4
=

1

2
 4 + 𝑥2, δηλ. 𝜍𝜐𝜈𝜃 =

1

𝜏𝜀𝜇  𝜃 
=

2

 4+𝑥2
. Συνεπώσ, 

το πιο πϊνω ολοκλόρωμα μεταςχηματύζεται ςτο 

2   4 + 4𝜀𝜑2 𝜃  𝜏𝜀𝜇2 𝜃 𝑑𝜃 = 4  𝜏𝜀𝜇3 𝜃 𝑑𝜃 = ln 𝜀𝜑𝑥 + 𝜏𝜀𝜇𝑥 + 𝜀𝜑𝑥 + 𝜏𝜀𝜇𝑥 + 𝑐 

και για να επιςτρϋψουμε ςτην αρχικό μασ μεταβλητό 𝑥, εύτε χρηςιμοποιούμε το τριγωνϊκι εύτε με τη 
χρόςη τριγωνομετρικών ταυτοτότων: 

𝜀𝜑𝜃 ∙ 𝜍𝜐𝜈𝜃 = 𝜂𝜇𝜃 ⇒ 𝜂𝜇𝜃 =
𝑥

2
∙

2

 4 + 𝑥2
=

𝑥

 4 + 𝑥2
. 

Συνεπώσ, 

  4 + 𝑥2 𝑑𝑥 =
1

2
𝑥 4 + 𝑥2 + 2 ln  

𝑥

2
+

1

2
 4 + 𝑥2 + 𝑐 

(γ) 
 

1

 1 − 3𝑥2
𝑑𝑥. 

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑥 𝜃 =  
1

3
𝜍𝜐𝜈𝜃 ⇒ 𝑑𝑥 = −

 3

3
𝜂𝜇𝜃𝑑𝜃 ςτο διϊςτημα  −

𝜋

2
, 0  

και προχωρώντασ ομούωσ με πιο πϊνω ευρύςκουμε τελικϊ ότι 

 
1

 1 − 3𝑥2
𝑑𝑥 =

 3

3
𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  3𝑥 + 𝑐 

(δ) 
 

1

 𝑥2 + 4 3
𝑑𝑥 =  

1

 𝑥2 + 22 3
𝑑𝑥. Εκ του αναγωγικού τύπου 

𝐼𝑛 =  
𝑑𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 𝑛
=

1

2 𝑛 − 1 𝑎2
 

𝑥

 𝑥2 + 𝑎2 𝑛−1
+  2𝑛 − 3 𝐼𝑛−1  

𝑛 ∈ ℕ ∪  0  όπου 𝑎 ≠ 0 ευρύςκουμε: 

 
1

 𝑥2 + 4 3
𝑑𝑥 =

1

16
 

3

8

𝑥

𝑥2 + 4
+

𝑥

 𝑥2 + 4 2
+

3

16
𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑  

𝑥

2
  + 𝑐 

(ε) 
 

1

𝑥 1 + 𝑥2 
𝑑𝑥 =   

1

𝑥
−

𝑥

1 + 𝑥2
 𝑑𝑥 = ln 𝑥 −

1

2
ln 1 + 𝑥2 + 𝑐 = ln  

 𝑥 

 1 + 𝑥2
 + 𝑐 

Διαφορετικϊ, με την αντικατϊςταςη 𝑥 = 𝜀𝜑𝜃, 𝜃 ∈  0,
𝜋

2
  το ολοκλόρωμα γύνεται 

 
𝜏𝜀𝜇2𝜃

𝜀𝜑𝜃𝜏𝜀𝜇2𝜃
𝑑𝜃 =  𝜍𝜑𝜃 𝑑𝜃 =  

𝜍𝜐𝜈𝜃

𝜂𝜇𝜃
𝑑𝜃 =  

 𝜂𝜇𝜃 ′

𝜂𝜇𝜃
𝑑𝜃 = ln 𝜂𝜇𝜃 + 𝑐 

Αλλϊ, αφού 𝑥 = 𝜀𝜑𝜃, ϋχουμε ότι 𝜂𝜇𝜃 =
𝑥

 1+𝑥2
 και αρα 

 
𝟏

𝒙 𝟏 + 𝒙𝟐 
𝒅𝒙 = 𝐥𝐧 

 𝒙 

 𝟏 + 𝒙𝟐
 + 𝒄 
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2. (α) Έχουμε

  3 − 2𝑥 − 𝑥2 𝑑𝑥 =   4 −  𝑥 + 1 2 𝑑𝑥 =   4 −  𝑥 + 1 2 𝑑 𝑥 + 1 =   4 − 𝑥2 𝑑𝑥 

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑥 𝜃 = 2𝜂𝜇𝜃 ⇒ 𝑑𝑥 = 2𝜍𝜐𝜈𝜃𝑑𝜃 ςτο διϊςτημα  0, 𝜋  και 
προχωρώντασ ομούωσ με πιο πϊνω ευρύςκουμε τελικϊ ότι 

  𝟑 − 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐 𝒅𝒙 =
 𝒙 + 𝟏  𝟑 − 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟐𝝉𝝄𝝃𝜼𝝁  

𝒙 + 𝟏

𝟐
 + 𝒄 

(β) Έχουμε 

  2𝑥2 + 12𝑥 + 8 𝑑𝑥 =  2   13 −  𝑥 + 3 2 𝑑𝑥 =  2   13 − 𝑥2 𝑑𝑥 

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑥 𝜃 =  13𝜂𝜇𝜃 ⇒ 𝑑𝑥 =  13𝜍𝜐𝜈𝜃𝑑𝜃 ςτο διϊςτημα  0,
𝜋

2
  και 

προχωρώντασ ομούωσ με πιο πϊνω ευρύςκουμε τελικϊ ότι 

  𝟐𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙 + 𝟖 𝒅𝒙 =
 𝟐 𝒙 + 𝟑  𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟒

𝟐
−

𝟓 𝟐

𝟐
𝐥𝐧   𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟒 + 𝒙 + 𝟑 + 𝒄 

(γ) Έχουμε 

 
1

 1 + 2𝑥 − 𝑥2
𝑑𝑥 =  

1

 2 −  𝑥 − 1 2
𝑑𝑥 =  

1

 2 − 𝑥2
𝑑𝑥 

Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑥 𝜃 =  2𝜂𝜇𝜃 ⇒ 𝑑𝑥 =  2𝜍𝜐𝜈𝜃𝑑𝜃 ςτο διϊςτημα  𝜋,
3𝜋

2
  και 

προχωρώντασ ομούωσ με πιο πϊνω ευρύςκουμε τελικϊ ότι 

 
𝟏

 𝟏 + 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐
𝒅𝒙 = 𝝉𝝄𝝃𝜼𝝁   𝟐

𝒙 − 𝟏

𝟐
 + 𝒄 

(δ) Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 

𝑥 = 𝜂𝜇2𝜃, 0 < 𝜃 <
𝜋

2
⟺ 𝑑𝑥 = 2𝜂𝜇𝜃𝜍𝜐𝜈𝜃𝑑𝜃 = 𝜂𝜇 2𝜃 𝑑𝜃 𝜅𝛼𝜄 𝜂𝜇𝜃, 𝜍𝜐𝜈𝜃 > 0. Έτςι ϋχουμε 

  
𝑥

1 − 𝑥
𝑑𝑥 =   

𝜂𝜇2𝜃

1 − 𝜂𝜇2𝜃
𝜂𝜇 2𝜃 𝑑𝜃 = 2   

𝜂𝜇2𝜃

1 − 𝜂𝜇2𝜃
𝜂𝜇𝜃𝜍𝜐𝜈𝜃𝑑𝜃 = 2   

𝜂𝜇2𝜃

𝜍𝜐𝜈2𝜃
𝜂𝜇𝜃𝜍𝜐𝜈𝜃𝑑𝜃 

= 2  𝜀𝜑𝜃 𝜂𝜇𝜃𝜍𝜐𝜈𝜃𝑑𝜃 = 2  𝜂𝜇2𝜃 𝑑𝜃 = 2 ∙
1

2
 𝑥 − 𝜂𝜇𝜃 ∙ 𝜍𝜐𝜈𝜃 + 𝑐 = 𝜃 − 𝜂𝜇𝜃 ∙ 𝜍𝜐𝜈𝜃 + 𝑐 

= 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇  𝑥 −  𝑥 ∙  1 − 𝑥 + 𝑐 = 𝝉𝝄𝝃𝜼𝝁  𝒙 −  𝒙 ∙  𝟏 − 𝒙 + 𝒄 

(ε) Θεωρούμε την αντικατϊςταςη 𝑥 = 𝜏𝜀𝜇𝜃, 0 < 𝜃 <
𝜋

2
⟺ 0 < 𝑥 < 1, 𝜃 = 𝜏𝜊𝜉𝜍𝜐𝜈

1

𝑥
, 𝑑𝑥 = 𝜏𝜀𝜇𝜃 ∙

𝜀𝜑𝜃𝑑𝜃, 𝜀𝜑𝜃 > 0. Συνεπώσ, 

 
 𝑥2 − 1

𝑥2
𝑑𝑥 =  

 𝜏𝜀𝜇2𝜃 − 1

𝜏𝜀𝜇2𝜃
𝜏𝜀𝜇𝜃 ∙ 𝜀𝜑𝜃𝑑𝜃 =  

 𝜏𝜀𝜇2𝜃 − 1

𝜏𝜀𝜇2𝜃
𝜏𝜀𝜇𝜃 ∙ 𝜀𝜑𝜃𝑑𝜃 

=  
𝜀𝜑𝜃

𝜏𝜀𝜇𝜃
∙ 𝜀𝜑𝜃𝑑𝜃 =  

𝜀𝜑2𝜃

𝜏𝜀𝜇𝜃
𝑑𝜃 =  

𝜏𝜀𝜇2𝜃 − 1

𝜏𝜀𝜇𝜃
 𝑑𝜃 

=   𝜏𝜀𝜇𝜃 − 𝜍𝜐𝜈𝜃  𝑑𝜃 = ln τεμθ + εφθ − 𝜂𝜇𝜃 + 𝑐 

= 𝐥𝐧  𝒙 +  𝒙𝟐 − 𝟏 −
 𝒙𝟐 − 𝟏

𝒙
+ 𝒄 

Αφού: 𝜀𝜑𝜃 =  𝜏𝜀𝜇2𝜃 − 1 =  𝑥2 − 1 και 
1

𝑥
= 𝜍𝜐𝜈𝜃 ⇒ 𝜍𝜐𝜈2𝜃 =

1

𝑥2 ⇒ 1 − 𝜂𝜇2𝜃 =
1

𝑥2

⇒ 𝜂𝜇𝜃 =  1 −
1

𝑥2
=  

𝑥2 − 1

𝑥2
=

 𝑥2 − 1

𝑥


