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Δραςτηριότητεσ ςελ. 41 (Ενότητα 3.6.4: Ολοκλήρωςη τριγωνομετρικών ςυναρτήςεων) 

1. 
1.(α)  𝜂𝜇2 𝑥 𝑑𝑥 =  

1 − 𝜍𝜐𝜈 2𝑥 

2
𝑑𝑥 =

1

2
 1 − 𝜍𝜐𝜈 2𝑥  𝑑𝑥 =

𝑥

2
−

1

4
𝜂𝜇 2𝑥 + 𝑐 

=
1

2
 𝑥 − 𝜂𝜇 𝑥 ∙ 𝜍𝜐𝜈 𝑥  + 𝑐 

(β)  𝜍𝜐𝜈3 𝑥 𝑑𝑥 =  𝜍𝜐𝜈2 𝑥 ∙ 𝜍𝜐𝜈 𝑥 𝑑𝑥 =  𝜍𝜐𝜈2 𝑥 𝑑 𝜂𝜇 𝑥   

=   1 − 𝜂𝜇2 𝑥  𝑑 𝜂𝜇 𝑥  =  𝑑 𝜂𝜇 𝑥  −  𝜂𝜇2 𝑥 𝑑 𝜂𝜇 𝑥  = 𝜂𝜇 𝑥 −
𝜂𝜇3 𝑥 

3
+ 𝑐 

(γ) 
 𝜍𝜐𝜈4 𝑥 𝑑𝑥 =   

1 + 𝜍𝜐𝜈 2𝑥 

2
 

2

𝑑𝑥 =
1

4
  1 + 𝜍𝜐𝜈 2𝑥  

2
𝑑𝑥 

=
1

4
  1 + 2𝜍𝜐𝜈 2𝑥 + 𝜍𝜐𝜈2 2𝑥  𝑑𝑥 =

1

4
  𝑑𝑥 +  𝜍𝜐𝜈 2𝑥 𝑑 2𝑥 +

1

2
  

1 + 𝜍𝜐𝜈 2𝑥 

2
 𝑑𝑥  

=
1

4
 

3

2
𝑑𝑥 +  𝜍𝜐𝜈 2𝑥 𝑑 2𝑥 +

1

8
 𝜍𝜐𝜈 2𝑥 𝑑 2𝑥   

=
1

4
 

3𝑥

2
+ 𝜂𝜇 2𝑥 +

1

2
 

1

4
𝜂𝜇 4𝑥   =

3𝑥

8
+

𝜂𝜇 2𝑥 

4
+

𝜂𝜇 4𝑥 

32
+ 𝑐 

Διαφορετικϊ, 

 𝜍𝜐𝜈4 𝑥 𝑑𝑥 =
1

4
𝜍𝜐𝜈3 𝑥 ∙ 𝜂𝜇 𝑥 +

1

2
 𝜍𝜐𝜈2𝑥𝑑𝑥 = ⋯ 

(δ)  
𝜂𝜇3𝑥

𝜍𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥 =  𝜂𝜇2𝑥

𝜂𝜇𝑥

𝜍𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥 =  𝜂𝜇2𝑥𝜀𝜑𝑥 𝑑𝑥 =   1 − 𝜍𝜐𝜈2𝑥 𝜀𝜑𝑥 𝑑𝑥 

=  𝜀𝜑𝑥 𝑑𝑥 −  𝜍𝜐𝜈2𝑥𝜀𝜑𝑥 𝑑𝑥 = − ln 𝜍𝜐𝜈 𝑥  −  𝜍𝜐𝜈𝑥𝜂𝜇𝑥 𝑑𝑥 

= − ln 𝜍𝜐𝜈 𝑥  −
1

2
 𝜂𝜇 2𝑥 𝑑𝑥 = − ln 𝜍𝜐𝜈 𝑥  +

1

2
𝜍𝜐𝜈 2𝑥 + 𝑐 

(ε)  𝜂𝜇4 𝑥 ∙ 𝜍𝜐𝜈3 𝑥 𝑑𝑥 =  𝜂𝜇4 𝑥 ∙ 𝜍𝜐𝜈2 𝑥 ∙ 𝜍𝜐𝜈 𝑥 𝑑𝑥 

=  𝜂𝜇4 𝑥 ∙  1 − 𝜂𝜇2 𝑥  ∙ 𝑑 𝜂𝜇 𝑥  =   𝜂𝜇4 𝑥 − 𝜂𝜇6 𝑥  ∙ 𝑑 𝜂𝜇 𝑥   

=
𝜂𝜇5 𝑥 

5
−

𝜂𝜇7 𝑥 

7
+ 𝑐 

(ςτ)   𝜂𝜇2 𝑥 + 𝜍𝜐𝜈4 𝑥  𝜂𝜇 𝑥 𝑑𝑥 =   1 − 𝜍𝜐𝜈2 𝑥 + 𝜍𝜐𝜈4 𝑥  𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥 

= −   1 − 𝜍𝜐𝜈2 𝑥 + 𝜍𝜐𝜈4 𝑥  𝑑 𝜍𝜐𝜈 𝑥  = −𝜍𝜐𝜈 𝑥 +
𝜍𝜐𝜈3 𝑥 

3
−

𝜍𝜐𝜈5 𝑥 

5
+ 𝑐 
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(ζ)   𝜂𝜇3 𝑥 𝜍𝜐𝜈 𝑥 − 𝜂𝜇 𝑥 𝜍𝜐𝜈3 𝑥  𝑑𝑥 =  𝜂𝜇 𝑥 𝜍𝜐𝜈 𝑥  𝜂𝜇2 𝑥 − 𝜍𝜐𝜈2 𝑥  𝑑𝑥 

=
1

2
 𝜂𝜇 2𝑥 𝜍𝜐𝜈 2𝑥 𝑑𝑥 =

1

4
 𝜂𝜇 4𝑥 𝑑𝑥 = −

1

16
𝜍𝜐𝜈 4𝑥 + 𝑐 

(η)  𝜏𝜀𝜇4 𝜃 𝑑𝜃 =  𝜏𝜀𝜇2 𝜃 ∙ 𝜏𝜀𝜇2 𝜃 𝑑𝜃 =  𝜏𝜀𝜇2 𝜃 ∙  𝜀𝜑 𝜃  
′
𝑑𝜃 

= 𝜏𝜀𝜇2 𝜃 ∙ 𝜀𝜑 𝜃 − 2  𝜏𝜀𝜇2 𝑥 ∙ 𝜀𝜑2 𝑥 𝑑𝜃 = 𝜏𝜀𝜇2 𝑥 ∙ 𝜀𝜑 𝜃 − 2  𝜏𝜀𝜇2 𝜃 ∙  𝜏𝜀𝜇2 𝜃 − 1 𝑑𝜃 

= 𝜏𝜀𝜇2 𝜃 ∙ 𝜀𝜑 𝜃 − 2  𝜏𝜀𝜇4 𝜃 𝑑𝜃 + 2  𝜏𝜀𝜇2 𝜃 𝑑𝜃
         

𝜀𝜑  𝜃 

 

⇒ 3  𝜏𝜀𝜇4 𝜃 𝑑𝜃 = 𝜏𝜀𝜇2 𝜃 ∙ 𝜀𝜑 𝜃 + 2𝜀𝜑 𝜃 + 𝑐1. Έ𝜏𝜍𝜄,

 𝜏𝜀𝜇4 𝜃 𝑑𝜃 =
1

3
𝜏𝜀𝜇2 𝜃 ∙ 𝜀𝜑 𝜃 +

2

3
𝜀𝜑 𝜃 + 𝑐 =

1

3
 1 + 𝜀𝜑2 𝜃  ∙ 𝜀𝜑 𝜃 +

2

3
𝜀𝜑 𝜃 + 𝑐 

= 𝜀𝜑 𝜃 +
𝜀𝜑3 𝜃 

3
+ 𝑐 

(θ)  𝜏𝜀𝜇3 𝑥 𝑑𝑥 =  𝜏𝜀𝜇 𝑥 ∙ 𝜏𝜀𝜇2 𝑥 𝑑𝑥 =  𝜏𝜀𝜇 𝑥 ∙  𝜀𝜑 𝑥  
′
𝑑𝑥 

= 𝜏𝜀𝜇 𝑥 ∙ 𝜀𝜑 𝑥 −  𝜏𝜀𝜇 𝑥 ∙ 𝜀𝜑2 𝑥 𝑑𝑥 = 𝜏𝜀𝜇 𝑥 ∙ 𝜀𝜑 𝑥 −  𝜏𝜀𝜇 𝑥 ∙  𝜏𝜀𝜇2 𝑥 − 1 𝑑𝑥 

= 𝜏𝜀𝜇 𝑥 ∙ 𝜀𝜑 𝑥 −  𝜏𝜀𝜇3 𝑥 𝑑𝑥 +  𝜏𝜀𝜇 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
𝜏𝜀𝜇 𝑥 ∙ 𝜀𝜑 𝑥 +

1

2
 𝜏𝜀𝜇 𝑥 𝑑𝑥 

=
1

2
𝜏𝜀𝜇 𝑥 ∙ 𝜀𝜑 𝑥 +

1

2
ln 𝜏𝜀𝜇 𝑥 + 𝜀𝜑 𝑥  + 𝑐 

(ι)  𝜀𝜑3 𝑥 𝜏𝜀𝜇 𝑥 𝑑𝑥 =  𝜀𝜑2 𝑥 𝜀𝜑 𝑥 𝜏𝜀𝜇 𝑥 𝑑𝑥 =   𝜏𝜀𝜇2 𝑥 − 1 𝜀𝜑 𝑥 𝜏𝜀𝜇 𝑥          
 𝜏𝜀𝜇𝑥  ′

𝑑𝑥 

=   𝜏𝜀𝜇2 𝑥 − 1 𝑑 𝜏𝜀𝜇 𝑥  =
𝜏𝜀𝜇3 𝑥 

3
− 𝜏𝜀𝜇 𝑥 + 𝑐 

 𝛊𝛂  𝜂𝜇 2𝑥 ∙ 𝜍𝜐𝜈 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
  𝜂𝜇 2𝑥 − 𝑥 + 𝜂𝜇 2𝑥 + 𝑥  𝑑𝑥 =

1

2
  𝜂𝜇 𝑥 + 𝜂𝜇 3𝑥  𝑑𝑥 

= −
1

2
𝜍𝜐𝜈 𝑥 −

1

6
𝜍𝜐𝜈 3𝑥 + 𝑐 

(ιβ)  𝜂𝜇 5𝑥 ∙ 𝜂𝜇 7𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
  𝜍𝜐𝜈 5𝑥 − 7𝑥 − 𝜍𝜐𝜈 5𝑥 + 7𝑥  𝑑𝑥 =

1

2
  𝜍𝜐𝜈 −2𝑥 − 𝜍𝜐𝜈 12𝑥  𝑑𝑥 

=
1

2
  𝜍𝜐𝜈 2𝑥 − 𝜍𝜐𝜈 12𝑥  𝑑𝑥 =

1

4
𝜂𝜇 2𝑥 −

1

24
𝜂𝜇 12𝑥 + 𝑐 
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(ιγ)   1 + 𝜂𝜇 2𝑥 𝑑𝑥 =    𝜂𝜇𝑥 + 𝜍𝜐𝜈𝑥 2 𝑑𝑥 =   𝜂𝜇𝑥 + 𝜍𝜐𝜈𝑥 𝑑𝑥 = 𝜂𝜇𝑥 − 𝜍𝜐𝜈𝑥 + 𝑐 

Χρηςιμοποιόςαμε το ότι 𝑥 ∈  0,
𝜋

2
  και το ότι

 𝜂𝜇𝑥 + 𝜍𝜐𝜈𝑥 2 = 𝜂𝜇2𝑥 + 2𝜍𝜐𝜈𝑥𝜇𝑥 + 𝜍𝜐𝜈2𝑥 = 1 + 𝜂𝜇 2𝑥  

Διαφορετικά,   1 + 𝜂𝜇 2𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
  1 + 𝜂𝜇𝑥 𝑑𝑥. Αλλά, 

1 + 𝜂𝜇𝑥 = 1 + 𝜍𝜐𝜈  
𝜋

2
− 𝑥 = 2𝜍𝜐𝜈2  

𝜋

4
−

𝑥

2
 = 2𝜍𝜐𝜈2  

𝑥

2
−

𝜋

4
  

και αρα 
1

2
  1 + 𝜂𝜇𝑥 𝑑𝑥 =

 2

2
  𝜍𝜐𝜈2  

𝑥

2
−

𝜋

4
 𝑑𝑥 =

 2

2
 𝜍𝜐𝜈  

𝑥

2
−

𝜋

4
 𝑑𝑥 

−=  2  𝜍𝜐𝜈  
𝑥

2
−

𝜋

4
 𝑑  

𝑥

2
−

𝜋

4
 =  2𝜂𝜇  

𝑥

2
−

𝜋

4
 + 𝑐 =  2𝜂𝜇  

𝑥

2
−

𝜋

4
 + 𝑐 = 𝜂𝜇𝑥 − 𝜍𝜐𝜈𝑥 + 𝑐 

(ιδ)  
ln 𝜏𝜀𝜇𝑥 

𝜍𝜐𝜈2𝑥
𝑑𝑥 =  ln 𝜏𝜀𝜇𝑥 𝜏𝜀𝜇2𝑥 𝑑𝑥 =  ln 𝜏𝜀𝜇𝑥  𝜀𝜑𝑥 ′ 𝑑𝑥 

= 𝜀𝜑𝑥 ln 𝜏𝜀𝜇𝑥 −  𝜀𝜑𝑥  ln 𝜏𝜀𝜇𝑥  ′𝑑𝑥     (κατά μέρη) 

= 𝜀𝜑𝑥 ln 𝜏𝜀𝜇𝑥 −  𝜀𝜑𝑥  ln 𝜏𝜀𝜇𝑥  ′𝑑𝑥 = 𝜀𝜑𝑥 ln 𝜏𝜀𝜇𝑥 −  𝜀𝜑𝑥
𝜏𝜀𝜇𝑥𝜀𝜑𝑥

𝜏𝜀𝜇𝑥
𝑑𝑥 

= 𝜀𝜑𝑥 ln 𝜏𝜀𝜇𝑥 −  𝜀𝜑2𝑥 𝑑𝑥 = 𝜀𝜑𝑥 ln 𝜏𝜀𝜇𝑥 −  𝜀𝜑𝑥 − 𝑥 + 𝑐 

= 𝜀𝜑𝑥 ln 𝜏𝜀𝜇𝑥 − 𝜀𝜑𝑥 + 𝑥 + 𝑐 (Χρηςιμοποιήςαμε το ότι 𝑥 ∈  0,
π

2
 ) 


