
Προτεινόμενη λύση ΄Ασκησης 8 (διορίσιμοι 2017)

8.1 (δες [ΘωΠ] Πρόβλημα 20/σελ 169, [ΕΓε] Σύνθετο Πρόβλημα 3/σελ 109)

▶ Απάντηση
Για να κάνουμε μια εικασία του με τί ισούται το εν λόγω άθροισμα, θεωρούμε την ειδική περίπτωση

που το σημείο Μ ανήκει στη βάση ΒΓ του τριγώνου δηλ. η απόστασή του από τη βάση αυτή είναι

ίση με 0. Αν το Μ συμπίπτει είτε με το Β είτε με το Γ, τότε έχουμε μία μόνο απόσταση, το ύψος

του σημείου από την κορυφή Β και Γ αντίστοιχα.

Εικάζουμε λοιπόν ότι, στην περίπτωση αυτή, το άθροισμα των αποστάσεων του τυχαίου σημείου

Μ της βάσης ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ ισούται με το ύψος του τριγώνου. Η γενική περίπτωση θα

αποδειχτεί τότε εύκολα αφού θα ’μεταφέρουμε’ το πρόβλημα προς τα πάνω (θεωρώντας παράλληλη

μετατόπιση της πλευράς ΒΓ).

Κατασκευή: ΄Εστω Μ τυχαίο σημείο τηε ΒΓ. Φέρουμε τις προβολές Κ και Λ του Μ στις ΑΒ και

ΑΓ αντίστοιχα. ’Μεταφέρουμε’ τα τμήματα ΜΚ και ΜΛ (στροφή και προβολή/μετατόπιση αντίστοι-

χα) στο ύψος ΒΗ του τριγώνου ΑΒΓ. Φέρουμε την προβολή Θ του Μ στο ΒΗ.

Απόδειξη: Το τετράπλευρο ΜΘΗΛ είναι ορθογώνιο (τρείς γωνίες ορθές) και αρα (ΜΛ)=(ΘΗ).

Επίσης, ΘM̂Β=ΚB̂Μ=Γ̂ = 60◦. Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΜΒΚ και ΒΜΘ:
(ΒΜ) = (ΒΜ) (κοινή (υποτείνουσα))

M̂ = B̂ = Γ̂

K̂ = Θ̂ = 90◦
⇒ △MBK = △BMΘ

⇒ (BK) = (ΘM) και (KM) = (BΘ). ΄Αρα,{
(KM) = (BΘ)

(MΛ) = (ΘH)
⇒ (MK) + (MΛ) = (BΘ) + (ΘH) = (BH).

Το ύψος ΒΗ είναι ανεξάρτητο της επιλογής του Μ.

΄Εστω τώρα Μ τυχόν σημείο στο εσωτερικό (αλλά όχι στο σύνορο) του ισόπλευρου τριγώνου

ΑΒΓ. Από το Μ φέρουμε παράλληλη της ΒΓ και έστω Η και Θ τα σημεία τομής της με τις πλευρές

ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Φέρουμε το ύψος ΑΔ στο τρίγωνο ΑΒΓ. Το τρίγωνο ΑΗΘ είναι ισόπλευ-

ρο. Πράγματι, Â = Ĥ = Θ̂, αφού ΗΘ∥ΒΓ και το △ΑΒΓ είναι ισόπλευρο.
Από το Μ φέρουμε τις προβολές Κ,Λ και Ξ στις πλευρές ΑΒ,ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα.

Τότε, από την προηγούμενη περίπτωση, στο τρίγωνο ΑΗΘ, έχουμε ότι

(MK) + (MΛ) = (AN), (1)

όπου ΑΛ το ύψος του τριγώνου ΑΗΘ. Τώρα, αφού ΜΞ∥ΝΔ και ΜΞ,ΝΔ⊥ΒΓ, έπεται ότι

(MΞ) = (N∆). (2)

Από τις (1) και (2) έχουμε

(MK) + (MΛ) + (MΞ) = (AN) + (N∆) = (A∆) = σταθερό.

◀



▶ Παρατήρηση

(i) Η απόδειξη που κάναμε για την ειδική περίπτωση δουλεύει και στην περίπτωση που το τρίγωνο
ΑΒΓ είναι ισοσκελές (δες Πρόβλημα 1.20/σελ. 16 στο [AWe]).

(ii) Με τη βοήθεια της Τριγωνομετρίας και των ιδιοτήτων των αναλογιών, μπορούμε να αντι-
μετωπίσουμε το πιο πάνω πρόβλημα αποφεύγοντας τα επιχειρήματα σύγκρισης τριγώνων κτλ:

Ĥ = Θ̂(= 30◦) ⇒ sin Ĥ = sin Θ̂.

Αλλά,

sin Ĥ =
(AN)

(AH)
=

(KM)

(HM)
, sin Θ̂ =

(MΛ)

(MΘ)
.

΄Αρα,

(KM)

(HM)
=

(MΛ)

(MΘ)
=

(KM) + (MΛ)

(HM) + (MΘ)
=

(KM) + (MΛ)

(HΘ)
=

(KM) + (MΛ)

(AH)
.

΄Ετσι
(AN)

(AH)
=

(KM) + (MΛ)

(AH)
⇒ (AN) = (KM) + (MΛ)

και αφού (MΞ) = (N∆),

(MK) + (MΛ) + (MΞ) = (AN) + (N∆) = (A∆) = σταθερό.
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