


• ΄Ελεγχος ύπαρξης ασυμπτώτων
Ελέγχουμε τη συμπεριφορά της f στα άκρα του πεδίου ορισμού της (−∞, 2) ∪ (2,+∞) :

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x2 + x− 2

x− 2
= lim

x→+∞

x2

x− 2
= lim

x→+∞
x = +∞

και

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x2 + x− 2

x− 2
= lim

x→−∞

x2

x− 2
= lim

x→−∞
x = −∞.

Τώρα,

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

x2 + x− 2

x− 2
=

(
lim

x→2−
(x2 + x− 2)

)
·
(

lim
x→2−

1

x− 2

)
= 4 · (−∞) = −∞,

αφού x ∈ (0, 2) ⇒ x− 2 < 0 και

lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

x2 + x− 2

x− 2
=

(
lim

x→2+
(x2 + x− 2)

)
·
(

lim
x→2+

1

x− 2

)
= 4 · (+∞) = +∞,

αφού x ∈ (2, 4) ⇒ x− 2 > 0.
΄Αρα, η ευθεία με εξίσωση x = 2 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f αρι-
στερά και δεξιά του x = 2.

Ο βαθμός του αριθμητή είναι κατά ένα μικρότερος του βαθμού του παρονομαστή, άρα η γραφική

παράσταση της f έχει πλάγια ασύμπτωτη, την εξίσωση της οποία θα προσδιορίσουμε:

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

x2 + x− 2

x(x− 2)
= lim

x→+∞

x2 + x− 2

x2 − 2x
= 1

και

lim
x→+∞

[f(x)− 1 · x] = lim
x→+∞

(
x2 + x− 2

x− 2
− x

)
= lim

x→+∞

3x− 2

x− 2
= 3.

΄Αρα, η ευθεία με εξίσωση y = x + 3 είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο
+∞. Εντελώς όμοια βρίσκουμε ότι η ίδια ευθεία είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης
της f στο −∞.
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x = 1

f(x) =
x2 + x− 2

x− 2
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΄Εχουμε:

xf ′′(x) + f ′(x) = 4x ⇔ x(f ′(x))′ + x′ · f ′(x) = 4x

⇔ (xf ′(x))′ = 4x.

Ολοκληρώνουμε αμφότερα μέλη:∫
(xf ′(x))′ dx = 4

∫
x dx ⇒ xf ′(x) = 2x2 + c

και αφού x > 0,

f ′(x) = 2x+
c

x
.

Χρησιμοποιούμε την αρχική συνθήκη f ′(1) = 3 :

3 = 2 · 1 + c

1
⇒ c = 1

και αρα

f ′(x) = 2x+
1

x
.

Ολοκληρώνουμε αμφότερα μέλη:∫
f ′(x) dx =

∫ (
2x+

1

x

)
dx ⇒ f(x) = x2 + lnx+ c∗.

Χρησιμοποιούμε την αρχική συνθήκη f(1) = 1 :

1 = 12 + ln 1 + c∗ ⇒ c∗ = 0.

΄Αρα,

f(x) = x2 + lnx .

(γʹ) ΄Εχουμε: ∫
ef(x) dx =

∫
ex

2+ln x dx =

∫
ex

2

· eln x dx

=

∫
x · ex

2

dx =
1

2

∫
ex

2

(x2)′ dx

=
1

2
ex

2

+ c.
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