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Δραςτηριότητεσ ςελ. 97 (Μελέτη-Γραφική παράςταςη ςυνάρτηςησ) 

1.  Αφού βρεύτε το πεδύο οριςμού, τα ςημεύα τομόσ τησ γραφικόσ παρϊςταςησ με τουσ ϊξονεσ των 
ςυντεταγμϋνων, τα διαςτόματα μονοτονύασ, τα ακρότατα, τα διαςτόματα ςτα οπούα εύναι 
κυρτό ό κούλη, τα ςημεύα καμπόσ και τισ αςύμπτωτεσ τησ γραφικόσ παρϊςταςησ, να 
παραςτόςετε γραφικϊ καθεμύα από τισ πιο κϊτω ςυναρτόςεισ: 
 

 (α)  𝑓 𝑥 = 𝑥3 − 12𝑥 (β) 𝑓 𝑥 =  𝑥 − 2 2 𝑥 + 1  

 (γ)  𝑓 𝑥 =
2𝑥 + 1

𝑥 − 1
 (δ) 𝑓 𝑥 =

4𝑥

 𝑥 + 1 2
 

 (ε)  𝑓 𝑥 =
 𝑥 − 2  𝑥 + 4 

𝑥 + 1
 (ςτ) 𝑓 𝑥 =

1

𝑥
+

1

𝑥 + 1
 

 (ζ)  𝑓 𝑥 =
1

𝑥
+

1

𝑥2
 (η) 𝑓 𝑥 =

𝑥2

 𝑥 − 1 2
 

 (θ) 𝑓 𝑥 = 𝑥𝑒𝑥  (ι) 𝑓 𝑥 = 𝑒−𝑥
2
 

 (ια)  𝑓 𝑥 =  𝑥 − 1 𝑒2𝑥  (ιβ) 𝑓 𝑥 =
ln 𝑥

𝑥
 

 (ιγ) 𝑓 𝑥 = 𝑥2 ln 𝑥 (ιδ) 𝑓 𝑥 =
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
 

     

2.  Δύνεται η ςυνϊρτηςη 𝑓:  0  , +∞ → ℝ  με τύπο 

𝑓 𝑥 =
𝑥 + 𝜅

 𝑥
   𝜅 ∈ ℝ  

Αν 𝑓 ′ 1 = −1, να βρεύτε την τιμό του 𝜅. ςτη ςυνϋχεια, να παραςτόςετε γραφικϊ τη 
ςυνϊρτηςη 𝑓. 
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Δραςτηριότητεσ ςελ. 97 (Γραφική Παράςταςη Συνάρτηςησ) 

1. (α) 𝑓 𝑥 = 𝑥3 − 12𝑥. 

Πεδίο οριςμού: 𝐷 𝑓 = ℝ (ωσ πολυωνιμικό ςυνϊρτηςη) 

Εύρεςη ςημείων τομήσ με τουσ άξονεσ: 𝑓 𝑥 = 𝑥3 − 12𝑥 = 𝑥 𝑥2 − 12 = 𝑥 𝑥 − 2 3  𝑥 + 2 3  

και αρα 𝑓 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 =, ±0 2 3. Επύςησ, 𝑓 0 = 0. 

Εύρεςη ακροτάτων/ςημείων καμπήσ: Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού δισ-παραγωγύςιμη με 

𝑓′ 𝑥 = 3𝑥2 − 12 = 3 𝑥2 − 4 , ∀𝑥 ∈ ℝ 

και αρα τα κρύςιμϊ τησ ςημεύα εύναι τα 𝑥 = ±2. Επύςησ, 

𝑓′′  𝑥 = 6𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ,. Συνεπώς, αφού 𝑓′′  2 = −12 < 0 και 

𝑓′′  −2 = 12 > 0, από το Κριτόριο τησ Δευτϋρασ Παραγώγου, 

ϋχουμε ότι η καμπύλη η οπούα καθορύζεται από το γρϊφημα 

τησ πιο πϊνω ςυνϊρτηςησ, ϋχει τοπικό ελϊχιςτο ςτο ςημεύο 

 2, 𝑓 2  =  2, −16  και τοπικό μϋγιςτο ςτο ςημεύο 

 −2, 𝑓 −2  =  −2,16 . Τϋλοσ 𝑓′′  𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0 και αρα το 

ςημεύο με 𝑥 = 0 εύναι υποψόφιο ςημεύο καμπόσ του 

γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ. Όμωσ, λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ 

ςυνϊρτηςησ και επειδό λαμβϊνει ενα τοπικό ελϊχιςτο και ενα 

τοπικό μϋγιςτο, το ςημεύο αυτό θα εύναι όντωσ ςημεύο καμπόσ 

(αλλαγό καμπυλότητασ). 

Οριακή ςυμπεριφορά τησ ςυνάρτηςησ 

Είναι 
lim

x→+∞
𝑓 𝑥 = lim

x→+∞
 𝑥3 − 12𝑥 = +∞,  

 lim
x→−∞

𝑓 𝑥 = lim
x→−∞

 𝑥3 − 12𝑥  = −∞ 

Παρατήρηςη: Η ςυνϊρτηςη εύναι περιττό.  

 

(β) 𝑓 𝑥 =  𝑥 − 2 2 𝑥 + 1  

Εύρεςη Πεδίου Οριςμού 

Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ  αφού η ςυνϊρτηςη εύναι 

πολυωνυμικό. 

 Εύρεςη ςημείων τομήσ με τουσ άξονεσ 

𝑓 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = −1,2. Επύςησ,  𝑓 0 = 4. Έτςι, 

τα ςημεύα τομόσ με τουσ ϊξονεσ των 

ςυντεταγμϋνων εύναι τα  −1,0 ,  2,0  και  0,4  

Μονοτονία τησ ςυνάρτηςησ: Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού δισ-παραγωγύςιμη με 

𝑓′ 𝑥 = 3𝑥 𝑥 − 2 , ∀𝑥 ∈ ℝ  𝜅𝛼𝜄  𝑓′′  𝑥 = 6 𝑥 − 1 , ∀𝑥 ∈ ℝ   

Εύναι 𝑓′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0,2 (κρύςιμα ςημεύα). Παρατηρούμε ότι 

➡∀𝑥 ∈  −∞, 0  εύναι 𝑓′ 𝑥 > 0 (ϊρα γνηςύωσ αύξουςα) και ∀𝑥 ∈  0,2  εύναι 𝑓′ 𝑥 < 0 (ϊρα γνηςύωσ 

φθύνουςα) και αφού 𝑓′ 0 = 0, ϋπεται από το κριτόριο πρώτησ παραγώγου, ότι το γρϊφημα τησ 

ςυνϊρτηςησ λαμβϊνει τοπικό μϋγιςτο ςτο ςημεύο  0, 𝑓 0  =  0,0  

➡∀𝑥 ∈  0,2  εύναι 𝑓′ 𝑥 < 0 (ϊρα γνηςύωσ φθύνουςα) και 

∀𝑥 ∈  2, +∞  εύναι 𝑓′ 𝑥 > 0 (ϊρα γνηςύωσ αύξουςα) και 

αφού 𝑓′ 2 = 0, ϋπεται από το κριτόριο πρώτησ παραγώγου, 

ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ λαμβϊνει τοπικό ελϊχιςτο 

ςτο ςημεύο  2, 𝑓 2  =  2,0  

Σημείωςη: αφού ϋχουμε βρεύ τον τύπο τησ 𝑓′′ , μπορούμε με 

τη χρόςη του κριτηρύου δευτϋρασ παραγώγου να βρούμε το 

εύδοσ του εκϊςτοτε ακροτϊτου. 

Κυρτότητα τησ ςυνάρτηςησ 

Λόγω τησ ύπαρξησ τησ δευτϋρασ παραγώγου παντού, το 

πρόςημό τησ μασ δύνει τον τρόπο που καμπυλώνεται το 

γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ. Έχουμε 

𝑓′′  𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 1. 

Εύναι 

 

𝑥 −∞     0               2         +∞  

𝑓′  + − + 

𝑓 ↗ ↘ ↗ 

     max         min       

 

𝑥 −∞           1              +∞  

𝑓′′  − + 

𝑓 
  

                  Σ.Κ. 
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∀𝑥 ∈  −∞, 1  εύναι 𝑓′′  𝑥 < 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη εύναι κούλη, 

δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω) και ∀𝑥 ∈  1, +∞  εύναι 

𝑓′′  𝑥 > 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη εύναι κυρτό, δηλ. ςτρϋφει τα κούλα 

προσ τα πϊνω) και αφού 𝑓′′  4 = 0, ϋπεται ότι, ότι το γρϊφημα 

τησ ςυνϊρτηςησ παρουςιϊζει καμπό (αλλαγό καμπυλότητασ) 

ςτο ςημεύο  1, 𝑓 1  =  1,2 . 

Οριακή ςυμπεριφορά τησ ςυνάρτηςησ 

Εύναι 
lim

x→+∞
𝑓(𝑥) = +∞,   lim

x→−∞
𝑓(𝑥) = −∞ 

αφού η ςυνϊρτηςη εύναι πολυωνυμικό 

 

(γ) 𝑓 𝑥 =
2𝑥+1

𝑥−1
. Η ςυνϊρτηςη εύναι ρητή 

Εύρεςη Πεδίου Οριςμού 

Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ −  1  

 

Εύρεςη ςημείων τομήσ με τουσ άξονεσ 

𝑓 𝑥 = 0 ⟺ 2𝑥 + 1 = 0 ⟺ 𝑥 = −
1

2
. Επύςησ, 𝑓 0 = −1. 

Έτςι, τα ςημεύα τομόσ με τουσ ϊξονεσ των 

ςυντεταγμϋνων εύναι τα  0, −1  και  −
1

2
, 0 . 

Μονοτονία και κυρτότητα τησ ςυνάρτηςησ: Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού δισ-παραγωγύςιμη ςτο Πεδύο 

Οριςμού τησ με 

𝑓′ 𝑥 = −
3

 𝑥 − 1 2 , 𝑥 ∈ ℝ −  1     𝜅𝛼𝜄   𝑓′′  𝑥 =
6

 𝑥 − 1 3 , 𝑥 ∈ ℝ −  1  

Έτςι, ∀𝑥 ∈ ℝ −  1  εύναι 𝑓′ 𝑥 < 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςε όλο το π.ο. τησ. 

Επύςησ, 

∀𝑥 ∈  −∞, 1  εύναι 𝑓′′  𝑥 < 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι κούλη ςτο διϊςτημα αυτό (ςτρϋφει τα κούλα προσ 

τα κϊτω) και ∀𝑥 ∈  −1, +∞  εύναι 𝑓′′  𝑥 > 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι κυρτό ςτο διϊςτημα αυτό (ςτρϋφει 

τα κούλα προσ τα πϊνω). 

Εύρεςη αςυμπτώτων 

Η ςυνϊρτηςη εύναι ρητό με το βαθμό του 

πολυωνύμου του αριθμητό να εύναι ύςοσ με το 

βαθμό του πολυωνύμου του παρονομαςτό. 

Άρα, η ευθεύα με εξύςωςη 𝑦 =
2

1
= 2 εύναι 

οριζόντια αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ 

ςυνϊρτηςησ. Επύςησ, αφού η ςυνϊρτηςη ϋχει 

πόλο τάξησ 1 για 𝑥 = 1, ϊρα η ευθεύα με 

εξύςωςη 𝑥 = 1 θα εύναι κατακόρυφη 

αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ 

ςυνϊρτηςησ. Συγκεκριμϋνα 
lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = −∞,   lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 = +∞  

(δ) 𝑓 𝑥 =
4𝑥

 𝑥+1 2. Η ςυνϊρτηςη εύναι ρητή 

Εύρεςη Πεδίου Οριςμού 

Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ −  −1 . 

 

Εύρεςη ςημείων τομήσ με τουσ άξονεσ 

𝑓 𝑥 = 0 ⟺ 4𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0. Έτςι, το ςημεύο τομόσ με τουσ ϊξονεσ των 

ςυντεταγμϋνων εύναι το  0,0 . 

Μονοτονία τησ ςυνάρτηςησ 

Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού δισ-παραγωγύςιμη ςτο Πεδύο Οριςμού τησ με 

𝑓′  𝑥 =
4 1 − 𝑥 

 𝑥 + 1 3 , 𝑥 ≠ −1  𝜅𝛼𝜄  𝑓′′  𝑥 =
8 𝑥 − 2 

 𝑥 + 1 4 , 𝑥 ≠ −1 

Εύναι 𝑓′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 1 (κρύςιμο ςημεύο). Παρατηρούμε ότι 

➡∀𝑥 ∈  −∞,−1  εύναι 𝑓′ 𝑥 < 0 (ϊρα γνηςύωσ φθύνουςα) και ∀𝑥 ∈  −1,1  εύναι 𝑓′ 𝑥 > 0 (ϊρα γνηςύωσ 

αύξουςα). 

➡∀𝑥 ∈  0,1  εύναι 𝑓′ 𝑥 > 0 (ϊρα γνηςύωσ αύξουςα) και ∀𝑥 ∈  1, +∞  εύναι 𝑓′ 𝑥 < 0 (ϊρα γνηςύωσ 

φθύνουςα) και αφού 𝑓′ 1 = 0, ϋπεται από το κριτόριο πρώτησ παραγώγου, ότι το γρϊφημα τησ 

ςυνϊρτηςησ λαμβϊνει τοπικό μϋγιςτο ςτο ςημεύο  1, 𝑓 1  =  1,1 . 
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Κυρτότητα τησ ςυνάρτηςησ 

➡∀𝑥 ∈  −∞,−1  εύναι 𝑓′′  𝑥 < 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη εύναι κούλη, δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω). Το 

ύδιο ςτο διϊςτημα  2, +∞  

➡∀𝑥 ∈  −1,2  εύναι 𝑓′′  𝑥 > 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη εύναι κυρτό, δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα πϊνω). 

Έτςι, αφού το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ αλλϊζει κυρτότητα ςτο ςημεύο με 𝑥 = 2, τότε ϋχουμε ότι το ςημεύο 

 2, 𝑓 2  =  2,
8

9
  εύναι ςημεύο καμπόσ τησ ςυνϊρτηςησ. 

Εύρεςη αςυμπτώτων: Η ςυνϊρτηςη εύναι ρητό με το βαθμό του πολυωνύμου του αριθμητό να εύναι κατϊ 

ϋνα μικρότεροσ από το βαθμού του πολυωνύμου του παρονομαςτό. Αφού η ςυνϊρτηςη ϋχει πόλο τάξησ 1 

για 𝑥 = −1, ϊρα η ευθεύα με εξύςωςη 𝑥 = −1 θα εύναι κατακόρυφη αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ 

ςυνϊρτηςησ. Συγκεκριμϋνα 

lim
𝑥→−1−

𝑓(𝑥) = −∞,   lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) = −∞ 

Παρατηρούμε ότι 

max
𝑥∈ℝ− −1 

𝑓(𝑥) = 𝑓 1 = 1. 

 
 

(ε) 𝑓 𝑥 =
 𝑥−2  𝑥+4 

𝑥+1
. Η ςυνϊρτηςη εύναι ρητή 

Εύρεςη Πεδίου Οριςμού 

Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ −  −1 . 

Εύρεςη ςημείων τομήσ με τουσ άξονεσ 

𝑓 𝑥 = 0 ⟺  𝑥 − 2  𝑥 + 4 = 0 ⟺ 𝑥 = −4,2. Επύςησ 

𝑓 0 = −8. Έτςι, τα ςημεύα τομόσ με τουσ ϊξονεσ των 

ςυντεταγμϋνων εύναι τα  −4,0 ,  2,0  και  0,−8  

Μονοτονία τησ ςυνάρτηςησ 

Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού δισ-παραγωγύςιμη ςτο Πεδύο Οριςμού τησ με 

𝑓′ 𝑥 =
𝑥2 + 2𝑥 + 10

 𝑥 + 1 2
, 𝑥 ≠ −1  𝜅𝛼𝜄  𝑓′′  𝑥 = −

18

 𝑥 + 1 3
, 𝑥 ≠ −1  

Εύναι 𝑓′  𝑥 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ −  −1  και αρα η ςυνϊρτηςη 

γνηςύωσ αύξουςα παντού ςτο π.ο. τησ.  

Κυρτότητα τησ ςυνάρτηςησ 

∀𝑥 ∈  −∞,−1  εύναι 𝑓′′  𝑥 > 0 (ϊρα η  

𝑥 −∞      −1        +∞  

𝑓′′  + − 

𝑓 
  

 

 

ςυνϊρτηςη εύναι κυρτό, δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα πϊνω) και ∀𝑥 ∈  −1, +∞  εύναι 𝑓′′  𝑥 < 0 (ϊρα η 

ςυνϊρτηςη εύναι κούλη, δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω). 

Εύρεςη αςυμπτώτων: Αφού η ςυνϊρτηςη εύναι ρητό με το βαθμό του πολυωνύμου του αριθμητό να εύναι κατϊ 

ϋνα μεγαλύτεροσ από το βαθμού του πολυωνύμου του παρονομαςτη, εκτελώντασ την Ευκλεύδεια Διαύρεςη 
 𝑥 − 2  𝑥 + 4 

𝑥 + 1
 

ϋχουμε: 
 𝑥 − 2  𝑥 + 4 

𝑥 + 1
=
𝑥2 + 2𝑥 − 8

𝑥 + 1
= 𝑥 + 1 +

7

𝑥 + 1
 

και αρα η ευθεύα με εξύςωςη 𝜐 = 𝑥 + 1 εύναι πλϊγια αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ καθώσ 𝑥 → ±∞. 
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Επύςησ, αφού η ςυνϊρτηςη ϋχει ρίζα τάξησ 1 για 𝑥 = −1, ϊρα η ευθεύα με εξύςωςη 𝑥 = −1 εύναι κατακόρυφη 

αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ. Συγκεκριμϋνα 
lim

𝑥→−1−
𝑓(𝑥) = +∞,   lim

𝑥→−1+
𝑓(𝑥) = −∞ 

 
(ςτ) 𝑓 𝑥 =

1

𝑥
+

1

𝑥+1
. Η ςυνϊρτηςη εύναι ρητή. 

Εύρεςη Πεδίου Οριςμού 

Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ −  −1,0  

 

Εύρεςη ςημείων τομήσ με τουσ άξονεσ 

𝑓 𝑥 = 0 ⟺
1

𝑥
+

1

𝑥+1
= 0 ⟺

2𝑥+1

𝑥 𝑥+1 
= 0 ⟺ 𝑥 = −

1

2
. Έτςι, το 

ςημεύο τομόσ με τουσ ϊξονεσ των ςυντεταγμϋνων εύναι το 

 −
1

2
, 0 . 

Μονοτονία τησ ςυνάρτηςησ: Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού δισ-παραγωγύςιμη ςτο Πεδύο Οριςμού τησ με 

𝑓′ 𝑥 = −
2𝑥2 + 2𝑥 + 1

𝑥2 𝑥 + 1 2 , 𝑥 ∈ ℝ −  −1,0  

Εύναι 𝑓′ 𝑥 < 0, ∀𝑥 ∈ ℝ −  −1,0  και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςε όλο το Πεδύο Οριςμού 

τησ. 

Κυρτότητα τησ ςυνάρτηςησ 

𝑓′′  𝑥 =
2 2𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 1 

𝑥2 𝑥 + 1 2 =
 2𝑥 + 1  𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑥2 𝑥 + 1 2 , 𝑥 ∈ ℝ −  −1,0  

Εύναι 𝑓′′  𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = −
1

2
. Έχουμε 

∀𝑥 ∈  −∞,−1  εύναι 𝑓′′  𝑥 < 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη εύναι κούλη δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω). Το ύδιο 

ςτο διϊςτημα  −
1

2
, 0  

∀𝑥 ∈  −1,0  εύναι 𝑓′′  𝑥 > 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη εύναι κυρτό, δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα πϊνω). Το ύδιο 

ςτο διϊςτημα  0, +∞ . 

Έτςι, αφού το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ αλλϊζει κυρτότητα ςτο ςημεύο με 𝑥 = −
1

2
, τότε ϋχουμε ότι το 

ςημεύο  −
1

2
, 𝑓  −

1

2
  =  −

1

2
, 0 εύναι ςημεύο καμπόσ του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ. 

Εύρεςη αςυμπτώτων 

Η ςυνϊρτηςη εύναι ρητό με το βαθμό του πολυωνύμου του αριθμητό να εύναι κατα ενα λιγότεροσ από το 

βαθμό του πολυωνύμου του παρονομαςτό (ϋχει ρύζεσ τϊξησ 1 ςε κάθε ενα από τα ςημεία 𝑥 = 0 και 

𝑥 = −1). Άρα, οι ευθεύεσ με εξύςωςη 𝑥 = −1 και 𝑥 = 0 εύναι κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ του γραφόματοσ τησ 

ςυνϊρτηςησ. Συγκεκριμϋνα 
lim

𝑥→−1−
𝑓 𝑥 = −∞,   lim

𝑥→−1+
𝑓 𝑥 = +∞  𝜅𝛼𝜄   lim

𝑥→0−
𝑓 𝑥 = −∞,   lim

𝑥→0+
𝑓 𝑥 = +∞ 

Επύςησ, 

lim
𝑥→±∞

𝑓 𝑥 = 0 

και αρα ο ϊξονασ των τετμημϋνων εύναι οριζόντια αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ καθώσ 

𝑥 → ±∞. 
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(ζ) 𝑓 𝑥 =

1

𝑥
+

1

𝑥2
=

𝑥+1

𝑥2
. Η ςυνϊρτηςη εύναι ρητή. 

 

Εύρεςη Πεδίου Οριςμού 

Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ −  0  

 

Εύρεςη ςημείων τομήσ με τουσ άξονεσ 

𝑓 𝑥 = 0 ⟺
1

𝑥
+

1

𝑥2
= 0 ⟺

𝑥+1

𝑥2
= 0 ⟺ 𝑥 = −1. Έτςι, το 

ςημεύο τομόσ με τουσ ϊξονεσ των ςυντεταγμϋνων εύναι το 

 −1,0 . 

Μονοτονία τησ ςυνάρτηςησ 

Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού δισ-παραγωγύςιμη ςτο Πεδύο Οριςμού τησ με 

𝑓′ 𝑥 = −
𝑥 + 2

𝑥3 , 𝑥 ∈ ℝ∗ 

Εύναι 𝑓′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = −2 (κρύςιμο ςημεύο). Έχουμε: 

∀𝑥 ∈  −2,0  εύναι 𝑓′ 𝑥 > 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα αυτό και λόγω τησ 

ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ ςτο ςημεύο 𝑥 = −2, ϋχουμε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο 

διϊςτημα  −2 ,  0 . 

∀𝑥 ∈  −∞,−2  εύναι 𝑓′ 𝑥 < 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα και λόγω τησ 

ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ ςτο ςημεύο 𝑥 = −2, ϋχουμε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσφθύνουςα ςτο 

διϊςτημα  −∞ ,  −2 . Ομούωσ, δεύχνουμε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα  0, +∞ . 

Έτςι, από το κριτόριο πρώτησ παραγώγου, ϋχουμε ότι ςτο ςημεύο  −2, 𝑓 −2  =  −2,−
1

4
  ϋχουμε τοπικό 

ελϊχιςτο. 

Κυρτότητα τησ ςυνάρτηςησ 

𝑓′′  𝑥 = 2
𝑥 + 3

𝑥4 , 𝑥 ∈ ℝ∗ 

Εύναι 𝑓′′  𝑥 ⟺ 𝑥 = −3. Έχουμε 

∀𝑥 ∈  −∞,−3  εύναι 𝑓′′  𝑥 < 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη εύναι κούλη δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω). Λόγω 

τησ ςυνϋχειασ ςτο ςημεύο 𝑥 = −3, ϋχουμε ότι η ςυνϊρτηςη ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω ςτο  −∞ ,  −3 . 

∀𝑥 ∈  −3,0  εύναι 𝑓′′  𝑥 > 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη εύναι κυρτό, δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα πϊνω). Το ύδιο 

ςτο διϊςτημα  0, +∞ . Λόγω τησ ςυνϋχειασ ςτο ςημεύο 𝑥 = −3, ϋχουμε ότι η ςυνϊρτηςη ςτρϋφει τα κούλα 

προσ τα πϊνω ςτο διϊςτημα  −3 ,  0 . 

Έτςι, αφού το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ αλλϊζει κυρτότητα ςτο ςημεύο με 𝑥 = −3, τότε ϋχουμε ότι το 

ςημεύο  −3, 𝑓 −3  =  −3,0.22  εύναι ςημεύο καμπόσ τησ ςυνϊρτηςησ. 

Εύρεςη αςυμπτώτων 

Η ςυνϊρτηςη εύναι ρητό με το βαθμό του πολυωνύμου του αριθμητό να εύναι κατα ενα λιγότεροσ από το 

βαθμό του πολυωνύμου του παρονομαςτό.  Άρα, ο ϊξονασ των τεταγμϋνωνεύναι κατακόρυφη αςύμπτωτη 

του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ. Συγκεκριμϋνα 
lim
𝑥→0−

𝑓 𝑥 = +∞,   lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = +∞ 

και 

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = 0,   lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 0 

και ϋτςι, ο ϊξονασ των τεταγμϋνων  εύναι οριζόντια αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ. Επύςησ, 

lim
𝑥→±∞

𝑓 𝑥 = 0 

και αρα ο ϊξονασ των τετμημϋνων εύναι οριζόντια αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ καθώσ 

𝑥 → ±∞ 
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(η) 𝑓 𝑥 =
𝑥2

 𝑥−1 2
. Η ςυνϊρτηςη εύναι ρητή. Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ −  1 .  

Μονοτονία τησ ςυνάρτηςησ 

Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού δισ-παραγωγύςιμη ςτο Πεδύο Οριςμού τησ με 

𝑓′  𝑥 = −
2𝑥

 𝑥 − 1 3 , 𝑥 ∈ ℝ −  1  

Εύναι 𝑓′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0 (κρύςιμο ςημεύο). Παρατηρούμε ότι  

∀𝑥 ∈  −∞, 0  εύναι 𝑓′  𝑥 < 0 και αρα η ςυνϊρτηςη 

εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα και λόγω τησ 

ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ ςτο ςημεύο 𝑥 = 0, 

ϋχουμε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα 

ςτο διϊςτημα −∞ ,  0 . Ομούωσ, δεύχνουμε ότι η 

ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα 

 1 ,  +∞ . 

∀𝑥 ∈  0,1  εύναι 𝑓′ 𝑥 > 0 και αρα η ςυνϊρτηςη 

εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα αυτό και λόγω 

τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ ςτο ςημεύο 𝑥 = 0 και 

ςτο 𝑥 = 0, ϋχουμε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ 

αύξουςα ςτο διϊςτημα  0 ,  1 . 

Έτςι, αφού 𝑓′ 0 = 0, από το κριτόριο πρώτησ παραγώγου, ϋχουμε ότι ςτο ςημεύο  0, 𝑓 0  =  0,0  

ϋχουμε τοπικό ελάχιςτο. 

 

Κυρτότητα τησ ςυνάρτηςησ 

Εύναι 𝑓′′  𝑥 =
2 2𝑥+1 

 𝑥−1 4 , 𝑥 ∈ ℝ −  1 . Επύςησ, 𝑓′′  𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = −
1

2
 . Παρατηρούμε ότι ∀𝑥 ∈  −∞,−

1

2
   εύναι 

𝑓′′  𝑥 < 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι κούλη ςτο διϊςτημα αυτό (ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω) και 

∀𝑥 ∈  −
1

2
 ,1  και ∀𝑥 ∈  1 , +∞ εύναι 𝑓′′  𝑥 > 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι κυρτό ςε κϊθε ϋνα από τα 

διαςτόματα αυτϊ (ςτρϋφει τα κούλα προσ τα πϊνω). Άρα, αφού 𝑓′′ = 0, ϋπεται ότι το γρϊφημα τησ 

ςυνϊρτηςησ αλλϊζει κυρτότητα ςτο ςημεύο με 𝑥 = −
1

2
 και ϋχουμε ότι τo ςημεύo  −

1

2
, 𝑓  −

1

2
  =  −

1

2
, −

1

9
    

εύναι ςημεύο καμπόσ τησ ςυνϊρτηςησ. 

Εύρεςη αςυμπτώτων 

Για  𝑥 > 0 , η ςυνϊρτηςη εύναι ρητό με το βαθμό του πολυωνύμου του αριθμητό να εύναι να εύναι ύςοσ με το 

βαθμό του πολυωνύμου του παρονομαςτό. Η ςυνϊρτηςη ϋχει πόλο τϊξησ 2 ςτο ςημεύο 𝑥 = 1. Άρα, ο ϊξονασ 

των τεταγμϋνων εύναι κατακόρυφη αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ. Συγκεκριμϋνα 
lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = +∞ = lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥  

λόγω του ότι η τϊξη του πόλου εύναι ϊρτια. Επύςησ, 
lim

𝑥→+∞
𝑓 𝑥 = 1 = lim

𝑥→−∞
𝑓 𝑥  

και αρα η ευθεύα με εξύςωςη  𝑦 = 1εύναι οριζόντια αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ 

καθώσ 𝑥 → ±∞. Τϋλοσ, ϋχουμε ότι 
max
𝑥∈ℝ

𝑓(𝑥) = 𝑓 0 = 0 
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(θ) 𝑓 𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 .  

Εύρεςη Πεδίου Οριςμού 

Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ 

 

Εύρεςη ςημείων τομήσ με τουσ άξονεσ 

𝑓 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0. Έτςι, το ςημεύο τομόσ με τουσ 

ϊξονεσ των ςυντεταγμϋνων εύναι το  0,0 . 

Μονοτονία τησ ςυνάρτηςησ 

Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού δισ-παραγωγύςιμη ςτο Πεδύο Οριςμού τησ με 

𝑓′ 𝑥 = (𝑥 + 1)𝑒𝑥 , ∀𝑥 ∈ ℝ  𝜅𝛼𝜄  𝑓′′  𝑥 = (𝑥 + 2)𝑒𝑥 , ∀𝑥 ∈ ℝ   

Εύναι 𝑓′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = −1. Έχουμε ότι 

∀𝑥 ∈  −∞,−1  εύναι 𝑓′ 𝑥 < 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα αυτό ενώ 

∀𝑥 ∈  −1, +∞  εύναι 𝑓′ 𝑥 > 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα αυτό. Έτςι, αφού 

𝑓′ −1 = 0, ϋπεται από το κριτόριο πρώτησ παραγώγου ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ παρουςιϊζει 

Τοπικό Ελϊχιςτο ςτο ςημεύο  −1, 𝑓 −1  =  −1,−
1

𝑒
 . 

Κυρτότητα τησ ςυνάρτηςησ: Εύναι  𝑓′′  𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = −2. Έχουμε ότι 

∀𝑥 ∈  −∞,−2  εύναι 𝑓′′  𝑥 < 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη 

εύναι, κούλη δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω). 

Λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ και ςτο 𝑥 = −2, 

ϋχουμε ότι η 𝑓 εύναι κούλη ςτο διϊςτημα  −∞ ,  −2 . 

∀𝑥 ∈  −2, +∞  εύναι 𝑓′′  𝑥 > 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη 

εύναι κυρτό, δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα πϊνω). 

Λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ και ςτο 𝑥 = −2, 

ϋχουμε ότι η 𝑓 εύναι κυρτό ςτο διϊςτημα  −2 ,  +∞ . 

Έτςι, αφού το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ αλλϊζει κυρτότητα ςτο ςημεύο με 𝑥 = −2, ϋχουμε ότι το ςημεύο 

 −2, 𝑓 −2  =   −2,−
2

𝑒2  εύναι ςημεύο καμπόσ του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ. 

Πύνακασ μεταβολών τησ 𝑓′′ : 

𝑥 −∞                      −2                    +∞  

𝑓′′  − + 

𝑓 
  

                                Σ.Κ. 

 

Εύρεςη αςυμπτώτων 

Έχουμε 
lim

𝑥→−∞
𝑓 𝑥 = lim

𝑥→−∞
𝑥𝑒𝑥 = 0,   lim

𝑥→+∞
𝑓 𝑥 = lim

𝑥→+∞
𝑥𝑒𝑥 = +∞ 

και αρα ο ϊξονασ των τετμημϋνων εύναι οριζόντια αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ καθώσ 

𝑥 → −∞. 

Για το όριο 
lim

x→−∞
𝑥𝑒𝑥  

ϋχουμε ότι αποτελεύ Α.Μ. τύπου  −∞ ∙ 0. Γρϊφουμε 

lim
x→−∞

𝑥𝑒𝑥 = lim
x→−∞

𝑥

𝑒−𝑥
 

το οπούο αποτελεύ Α.Μ. τύπου 
−∞

+∞
  και αρα μπορούμε να εφαρμόςουμε τον κανόνα του L'Hôspital: 

lim
x→−∞

𝑥

𝑒−𝑥
= − lim

x→−∞

1

𝑒−𝑥
= 0 
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Επύςησ, το ςημεύο τοπικού ελαχύςτου εύναι και ςημεύο ολικού ελαχύςτου: 

min
𝑥∈ℝ

𝑓(𝑥) = 𝑓 −1 = −
1

𝑒
 

 
(ι) 𝑓 𝑥 = 𝑒−𝑥

2
. Η ςυνϊρτηςη εύναι άρτια. Για κϊθε 𝑥 ∈ ℝ εύναι 𝑓′ 𝑥 = −2𝑥𝑒−𝑥

2
  . Επύςησ, ∀𝑥 ∈ ℝ εύναι 

𝑓′′  𝑥 = 2 2𝑥2 − 1 𝑒−𝑥
2
.  

Έτςι, 𝑓′′  𝑥 = 0 ⟺ 2𝑥2 − 1 = 0 ⟺ 𝑥 = ±
 2

2
 

Έτςι,  η 𝑓  εύναι κυρτό ςτα διαςτόματα ςτο 

 −∞ ,  −
 2

2
  και  

 2

2
  +∞  και κούλη ςτο διϊςτημα 

 −
 2

2
,
 2

2
  ενώ ϋχει Σ.Κ. τα  

 2

2
, 𝑓  

 2

2
  =

 
 2

2
,

1

 𝑒
  και  

 2

2
, 𝑓  −

 2

2
  =  −

 2

2
,

1

 𝑒
 . Το ότι 

𝑓  
 2

2
 = 𝑓  −

 2

2
  εύναι αναμενόμενο αφού η 

ςυνϊρτηςη εύναι ϊρτια. 

𝑥 −∞       −
 2

2
           +

 2

2
                +∞  

𝑓′′  + − + 

𝑓 
   

             ΣΚ                ΣΚ  
 

 

Παρατήρηςη: Με κατϊλληλεσ μεταφορϋσ και διαθλϊςεισ, μπορούμε να καταςκευϊςουμε από το 

γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ αυτόσ, ςυνϊρτηςη τησ μορφόσ 

𝑓 𝑥 = 𝛼𝑒
− 

𝑥−𝑏

 2𝑐
 

2

 

 όπου 𝛼, 𝑏, 𝑐 πραγματικϋσ ςταθερϋσ, 𝛼 ≠ 0. Η ςυνϊρτηςη αυτό λϋγεται η ςυνάρτηςη του Gauss. 

 
(ια) 𝑓 𝑥 =  𝑥 − 1 𝑒2𝑥 .  

Εύρεςη Πεδίου Οριςμού 

Εύναι 𝐷 𝑓 = ℝ 

 

Εύρεςη ςημείων τομήσ με τουσ άξονεσ 

⟺ 𝑥 − 1 = 0 ⟺ 𝑥 = 1 και 𝑓 0 = −1. Έτςι, τα ςημεύα τομόσ 

με τουσ ϊξονεσ των ςυντεταγμϋνων εύναι τα  1,0  και  0,−1 . 

Μονοτονία τησ ςυνάρτηςησ: Η ςυνϊρτηςη εύναι παντού δισ-παραγωγύςιμη με 

𝑓′ 𝑥 = (2𝑥 − 1)𝑒2𝑥 , ∀𝑥 ∈ ℝ  𝜅𝛼𝜄  𝑓′′  𝑥 = 4𝑥𝑒2𝑥 , ∀𝑥 ∈ ℝ   

Εύναι 𝑓′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 =
1

2
. Έχουμε ότι 

∀𝑥 ∈  −,
1

2
  εύναι 𝑓′ 𝑥 < 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα αυτό ενώ 

∀𝑥 ∈  
1

2
, +∞  εύναι 𝑓′  𝑥 > 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα αυτό. Έτςι, αφού 
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𝑓′  
1

2
 = 0, ϋπεται από το κριτόριο πρώτησ παραγώγου ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ παρουςιϊζει 

Τοπικό Μϋγιςτο ςτο ςημεύο  

 
1

2
, 𝑓  

1

2
  =  

1

2
,−

𝑒

2
 . 

Κυρτότητα τησ ςυνάρτηςησ: Εύναι  𝑓′′  𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0. Έχουμε ότι 

➡∀𝑥 ∈  −∞, 0  𝑓′′  𝑥 < 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη εύναι, κούλη δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω). Λόγω τησ 

ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ και ςτο 𝑥 = 0, ϋχουμε ότι η 𝑓 εύναι κούλη ςτο διϊςτημα  −∞ ,  0 . 

➡∀𝑥 ∈  0, +∞  εύναι 𝑓′′  𝑥 < 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη εύναι κυρτό, δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα πϊνω).  

Λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ και ςτο 𝑥 = 0, ϋχουμε ότι η 𝑓 εύναι κούλη ςτο διϊςτημα  0 ,  +∞ . 

Έτςι, αφού το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ αλλϊζει κυρτότητα ςτο ςημεύο με 𝑥 = 0, ϋχουμε ότι το ςημεύο 

 0, 𝑓 0  =   0,−1  εύναι ςημεύο καμπόσ του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ. 

Εύρεςη αςυμπτώτων 

Έχουμε 
lim

𝑥→−∞
𝑓 𝑥 = lim

𝑥→−∞
 𝑥 − 1 𝑒2𝑥 = 0,   lim

𝑥→+∞
𝑓 𝑥 = lim

𝑥→+∞
 𝑥 − 1 𝑒2𝑥 = +∞ 

και αρα ο ϊξονασ των τετμημϋνων εύναι οριζόντια αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ καθώσ 

𝑥 → −∞. Για το όριο 
lim

x→−∞
 𝑥 − 1 𝑒2𝑥  

εφαρμόζουμε τον κανόνα του DLH. 

Παρατήρηςη: Το ςημεύο τοπικού ελαχύςτου εύναι και ςημεύο ολικού ελαχύςτου:  

min
∈ℝ

𝑓(𝑥) = 𝑓  
1

2
 =

1

2
 

 

(ιβ) 𝑓 𝑥 =
ln 𝑥

𝑥
.  

 

Εύρεςη Πεδίου Οριςμού 

Εύναι 𝐷 𝑓 =  0  , +∞  

Εύρεςη ςημείων τομήσ με τουσ άξονεσ 

𝑓 𝑥 = 0 ⟺ ln 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 1. Έτςι, το ςημεύο τομόσ με τουσ 

ϊξονεσ των ςυντεταγμϋνων εύναι το  1,0 . 

Μονοτονία τησ ςυνάρτηςησ 

Η ςυνϊρτηςη εύναι ςυνεχόσ και δισ παραγωγύςιμη ςτο π.ο. τησ με 

𝑓′ 𝑥 =
1 − ln 𝑥

𝑥2   𝜅𝛼𝜄  𝑓′′  𝑥 =
2 ln 𝑥 − 3

𝑥3    

Εύναι 𝑓′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑒. Έχουμε ότι 

∀𝑥 ∈  −∞, 𝑒  εύναι 𝑓′ 𝑥 > 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ ςτο αύξουςα διϊςτημα αυτό ενώ 

∀𝑥 ∈  𝑒, +∞  εύναι 𝑓′ 𝑥 < 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα αυτό. Έτςι, 

αφού 𝑓′ −1 = 0, ϋπεται από το κριτόριο πρώτησ παραγώγου ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ 

παρουςιϊζει Τοπικό Μϋγιςτο ςτο ςημεύο  𝑒, 𝑓 𝑒  =  𝑒,
1

𝑒
 . 

Κυρτότητα τησ ςυνάρτηςησ: Εύναι  𝑓′′  𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑒
3

2 . Έχουμε ότι 

∀𝑥 ∈  −∞, 𝑒
3

2  εύναι 𝑓′′  𝑥 > 0 (ϊρα η 

ςυνϊρτηςη εύναι, δηλ. ςτρϋφει τα κούλα 

προσ τα πϊνω). Λόγω τησ ςυνϋχειασ τησ 

ςυνϊρτηςησ και ςτο 𝑥 = 𝑒
3

2 , ϋχουμε ότι η 

𝑓 εύναι κυρτό ςτο διϊςτημα  −∞ ,  𝑒
3

2 . 

∀𝑥 ∈  𝑒
3

2 , +∞  εύναι 𝑓′′  𝑥 < 0 (ϊρα η ςυνϊρτηςη εύναι 

κούλη δηλ. ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω). Λόγω τησ 

ςυνϋχειασ τησ ςυνϊρτηςησ και ςτο 𝑥 = 𝑒
3

2, ϋχουμε ότι η 𝑓 

εύναι κούλη ςτο διϊςτημα  𝑒
3

2  ,  +∞ . 
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Έτςι, αφού το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ αλλϊζει κυρτότητα ςτο ςημεύο με 𝑥 = 𝑒
3

2 , ϋχουμε ότι το 

ςημεύο  𝑒
3

2 , 𝑓  𝑒
3

2  =   𝑒
3

2 ,
3

2
𝑒−

3

2  εύναι ςημεύο καμπόσ του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ. 

𝑥 −∞                         𝑒
3

2                                  +∞  

𝑓′′  − + 

𝑓 
  

                                 Σ.Κ. 

Εύρεςη αςυμπτώτων 

Έχουμε 

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

ln 𝑥

𝑥
= −∞,   lim

𝑥→+∞
𝑓 𝑥 = lim

𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
= 0 

και αρα ο ϊξονασ των τετμημϋνων εύναι οριζόντια αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ καθώσ 

𝑥 → +∞ και ο ϊξονασ των τεταγμϋνων κατακόρυφη αςύμπτωτη από τα δεξιϊ. 

Παρατήρηςη: Το ςημεύο τοπικού μεγύςτου εύναι και ςημεύο ολικού μεγύςτου: 

min
𝑥∈ 0  ,+∞ 

𝑓(𝑥) = 𝑓 𝑒 =
1

𝑒
 

 
 

(ιγ) 𝑓 𝑥 = 𝑥2 ln 𝑥. 

 
 

(ιδ) 𝑓 𝑥 =
𝑥

𝑒𝑥+1
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2. Η ςυνϊρτηςη 𝑓:  0  , +∞ → ℝ  με τύπο 𝑓 𝑥 =
𝑥+𝜅

 𝑥
   𝜅 ∈ ℝ  εύναι παραγωγύςιμη με 

𝑓′ 𝑥 =
 𝑥 −

𝑥 + 𝜅

2 𝑥
𝑥

=
𝑥 − 𝜅

2𝑥 𝑥
  , 𝑥 > 0 

και αρα 

𝑓′ 1 = −1 ⟺
1 − 𝜅

2
= −1 ⟺ 𝜅 = 3. 

Άρα, η ςυνϊρτηςη γύνεται: 𝑓:  0  , +∞ → ℝ  με τύπο 𝑓 𝑥 =
𝑥+3

 𝑥
. Θα καταςκευϊςουμε το γρϊφημϊ τησ. Η 

ςυνϊρτηςη εύναι παντού δισ-παραγωγύςιμη ςτο Πεδύο Οριςμού τησ με 

𝑓′  𝑥 =
𝑥 − 3

2𝑥
3
2

, ∀𝑥 ∈  0  , +∞   𝜅𝛼𝜄  𝑓′′  𝑥 =
9 − 𝑥

4𝑥
5
2

, ∀𝑥 ∈  0  , +∞    

Εύναι 𝑓′ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 3. Έχουμε ότι 

∀𝑥 ∈  0,3  εύναι 𝑓′ 𝑥 < 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο διϊςτημα αυτό ενώ ∀𝑥 ∈  3, +∞  

εύναι 𝑓′ 𝑥 > 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο διϊςτημα αυτό. Αλλϊ, αφού 𝑓′ 3 = 0, ϋπεται 

από το κριτόριο τησ πρώτησ παραγώγου ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ παρουςιϊζει Τοπικό Ελϊχιςτο ςτο 

ςημεύο 

 3, 𝑓 3  =  3,
6

 3
  

Εύναι 𝑓′′  𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 9. Έχουμε ότι 

∀𝑥 ∈  0,9  εύναι 𝑓′′  𝑥 > 0 και αρα η ςυνϊρτηςη εύναι κυρτό ςτο διϊςτημα αυτό και λόγω τησ ςυνϋχειϊσ τησ 

ςτο ςημεύο  𝑥 = 9 εύναι κυρτό ςτο διϊςτημα  0 ,  9  και αφού 𝑓′ 𝑥 < 0, ∀𝑥 ∈  9, +∞  ,η ςυνϊρτηςη εύναι κούλη 

ςτο διϊςτημα αυτό και λόγω τησ ςυνϋχειϊσ τησ ςτο ςημεύο  𝑥 = 9 εύναι κούλη ςτο διϊςτημα  9 ,  +∞ . Αλλϊ, 

αφού 𝑓′′  9 = 0, ϋπεται ότι το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ παρουςιϊζει καμπό ςτο ςημεύο αυτό, δηλ. ϋχουμε Σ.Κ. 

ςτο  9, 𝑓 9  =  9,4 . Τϋλοσ, 

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = +∞,   lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = +∞ 

και αρα ο ϊξονασ των τεταγμϋνων εύναι κατακόρυφη αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ από τα δεξιϊ και 

ο ϊξονασ των τετμημϋνων εύναι οριζόντια αςύμπτωτη του γραφόματοσ τησ ςυνϊρτηςησ καθώσ 𝑥 → +∞. 

 

 
 

 


