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Δραςτηριότητεσ ςελ. 83-84 (Αςύμπτωτεσ Συνάρτηςησ) 

1.  Να βρείτε, αν υπάρχουν, τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ των γραφικών παραςτάςεων των πιο 
κάτω ςυναρτήςεων: 

 (α)  𝑓 𝑥 =
𝑥

𝑥 − 1
 (β) 𝑓 𝑥 = ln 𝑥 − 1  

 (γ)  𝑓 𝑥 = 𝑒
1
𝑥 ln 𝑥 (δ) 𝑓 𝑥 =

𝑥 − 5

 𝑥 − 3 
 

     

2.  Να βρείτε, αν υπάρχουν, τισ οριζόντιεσ και τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ των γραφικών 
παραςτάςεων των πιο κάτω ςυναρτήςεων: 

 (α)  𝑓 𝑥 =
2𝑥4 − 3𝑥 + 1

𝑥4 + 1
 (β) 𝑓 𝑥 =  4𝑥2 + 1 + 2𝑥 

 (γ)  𝑓 𝑥 = 𝑒−
1
𝑥 + 𝑥2 + 1   

     
3.   Να χαρακτηρίςετε καθεμία από τισ παρακάτω προτάςεισ ωσ ΣΩΣΤΟ ή ωσ ΛΑΘΟΣ και να 

αιτιολογήςετε την απάντηςή ςασ: 

 (α) Αν η γραφική παράςταςη μιασ ςυνάρτηςησ 𝑓  έχει 
πλάγια αςύμπτωτη όταν 𝑥 → +∞, τότε το όριο 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  

θα είναι +∞ ή −∞. 
 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

 (β) Η γραφική παράςταςη μιασ ςυνάρτηςησ δεν μπορεί να 
τέμνει μία πλάγια αςύμπτωτή τησ. 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

 (γ) Αν η γραφική παράςταςη μιασ ςυνάρτηςησ 𝑓, έχει πλάγια 
αςύμπτωτη, τότε η ςυνάρτηςη 𝑓 είναι είτε κυρτή είτε 
κοίλη ςτο πεδίο οριςμού τησ. 
 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

 (δ) Αν μία ςυνάρτηςη  είναι ςυνεχήσ ςτο πεδίο οριςμού τησ, 
τότε η γραφική τησ παράςταςη, δεν έχει κατακόρυφεσ 
αςύμπτωτεσ. 
 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

 (ε) Αν μία ςυνάρτηςη 𝑓 έχει πεδίο οριςμού το ℝ, τότε η 
γραφική παράςταςη τησ δεν έχει κατακόρυφεσ 
αςύμπτωτεσ. 
 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

 (ςτ) Αν το ςύνολο τιμών μιασ ςυνάρτηςησ 𝑓  είναι το κλειςτό 
διάςτημα  𝛼, 𝛽 , 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, τότε η γραφική τησ παράςταςη, 
δεν έχει πλάγιεσ αςύμπτωτεσ. 

ΣΩΣΤΟ/ΛΑΘΟΣ 

4.  Να βρείτε, αν υπάρχουν, τισ πλάγιεσ αςύμπτωτεσ των γραφικών παραςτάςεων των πιο κάτω 
ςυναρτήςεων: 

 (α)  𝑓 𝑥 =
𝑥3

𝑥2 + 1
 (β) 𝑓 𝑥 = 𝑥 +

ln 𝑥

𝑥
 

 (γ) 𝑓 𝑥 =  𝑥2 + 𝑥 + 1 (δ) 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∙ 𝑒−
1
𝑥  

     
5.  Δίνεται η ςυνάρτηςη 𝑓 με τύπο 

𝑓 𝑥 =
𝑥2 − 5𝑥 + 2𝜆

𝑥 − 𝜆2
 

Αν η γραφική παράςταςη τησ ςυνάρτηςησ 𝑓  έχει κατακόρυφη αςύμπτωτη την ευθεία 𝑥 = 4, να 
υπολογίςετε τισ τιμέσ του 𝜆 ∈ ℝ. 
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Δραςτηριότητεσ ςελ. 83-84 (Αςύμπτωτεσ Συνάρτηςησ) 

1.  (α) 𝑓 𝑥 =
𝑥

𝑥−1
, 𝑥 ≠ 1 

Είναι 

limx→1− 𝑓 𝑥 = limx→1−
x

x−1
= −∞ και 

limx→1+ 𝑓 𝑥 = limx→1+
𝑥

𝑥−1
= +∞. Συνεπώσ, η 

ευθεία με εξίςωςη 𝒙 = 𝟏 είναι κατακόρυφη 
αςύμπτωτη του γραφήματοσ τησ 𝒇. 

(β) 𝑓 𝑥 = ln 𝑥 − 1 , 𝑥 > 1 

Είναι 
lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1+

ln 𝑥 − 1 = −∞. 

Συνεπώσ, η ευθεία με εξίςωςη 𝒙 = 𝟏 είναι 
κατακόρυφη αςύμπτωτη του γραφήματοσ 
τησ 𝒇 (από δεξία). 

 (γ) 𝑓 𝑥 = 𝑒
1

𝑥 ln 𝑥 , 𝑥 > 0 

Είναι 

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑒
1
𝑥 ln 𝑥 = −∞, 

με μια εφαρμογή του κανόνα του DLH. Συνεπώσ, 
η ευθεία με εξίςωςη 𝒙 = 𝟎 είναι 
κατακόρυφη αςύμπτωτη του γραφήματοσ 
τησ 𝒇 (από δεξία). 

(δ) 𝑓 𝑥 =
𝑥−5

 𝑥−3 
=  

𝑥−5

𝑥−3
, 𝑥 > 3

𝑥−5

3−𝑥
, 𝑥 < 3

  

Είναι 

lim
𝑥→3+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→3+

𝑥 − 5

𝑥 − 3
= −∞ 

και 

lim
𝑥→3−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→3−

𝑥 − 5

3 − 𝑥
= −∞ 

Συνεπώσ, η ευθεία με εξίςωςη 𝒙 = 𝟑 είναι 
κατακόρυφη αςύμπτωτη του γραφήματοσ 
τησ 𝒇. 

2.  

(α) 𝑓 𝑥 =
2𝑥4 − 3𝑥 + 1

𝑥4 + 1
 

Η ςυνάρτηςη 𝑓 έχει πεδίο οριςμού όλο το ℝ και είναι ρητή με το βαθμό του πολυωνύμου του 

παρονομαςτή να ιςούται με το βαθμό του πολυωνύμου του αριθμητή. Έτςι, η ευθεία 𝒚 =
𝟐

𝟏
= 𝟐 

είναι οριζόντια αςύμπτωτη του γραφήματοσ τησ 𝒇 όταν 𝒙 → ±∞ ενώ δεν έχει 
κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ. 
 

(β) 𝑓 𝑥 =  4𝑥2 + 1 + 2𝑥. Η ςυνάρτηςη 𝑓 έχει πεδίο οριςμού όλο το ℝ και 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  = lim
𝑥→+∞

  4𝑥2 + 1 + 2𝑥  = +∞ 

        και     

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥  = lim
𝑥→−∞

  4𝑥2 + 1 + 2𝑥  = lim
𝑥→−∞

  4𝑥2 + 1 + 2𝑥   4𝑥2 + 1 − 2𝑥 

 4𝑥2 + 1 − 2𝑥
 

 = lim
𝑥→−∞

  4𝑥2 + 1
2
 +  2𝑥 2

 4𝑥2 + 1 − 2𝑥
 = lim

𝑥→−∞

1

 4𝑥2 + 1 − 2𝑥
 

 = 
lim
𝑥→−∞

1

−𝑥   4 +
1
𝑥2 − 2 

 
= 0 

και αρα ο άξονασ των τετμημένων είναι οριζόντια αςύμπτωτη τησ  ςυνάρτηςησ όταν 
𝒙 → −∞ ενώ δεν έχει κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ. 

 

(γ) 𝑓 𝑥 = 𝑒−
1

𝑥 + 𝑥2 + 1. Η ςυνάρτηςη 𝑓 έχει πεδίο οριςμού το ℝ∗ και αφού(κατα τα γνωςτά) 
 

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

 𝑒−
1
𝑥 + 𝑥2 + 1 = 1,   lim

𝑥→0−
𝑓 𝑥 = lim

𝑥→0−
 𝑒−

1
𝑥 + 𝑥2 + 1 = +∞ 

 
έπεται ότι ο άξονασ των τεταγμένων είναι οριζόντια αςύμπτωτη (από αριςτερά). Δεν έχει 
κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ (ελέγξτε τα όρια ςτο ±∞). 



Προτάσεις λύσεων:  Ιωακείμ Ιωάννης 

40 http://ioakimioannis.com 

3. (α) ΣΩΣΤΟ: Άμεςο από τον οριςμό τησ πλάγιασ αςύμπτωτησ. Αυτό ςημαίνει ότι η ςυνάρτηςη 
ςυμπεριφέρεται οριακά ωσ πολυώνυμο βαθμού 1. 
 

(β) ΛΑΘΟΣ: Δεσ π.χ. ςελ.76 του ςχολικού βιβλίου. Ιδιαίτερα, μπορεί να την τέμνει ςε άπειρα το 
πλήθοσ ςημεία:  

 
 (γ) ΛΑΘΟΣ: Π.χ.  
 

 
 

(δ) ΛΑΘΟΣ: Ενα αντιπαράδειγμα είναι η ςυνάρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 =
1

𝑥
, 𝑥 ≠ 0. 

 

(ε) ΛΑΘΟΣ: Για παράδειγμα, η ςυνάρτηςη 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 =  

1

𝑥
, 𝑥 ≠ 0

0, 𝑥 = 0

 . Έχει κατακόρυφη 

αςύμπτωτη τον άξονα των τεταγμένων και πεδίο οριςμού όλο το ℝ. 
 
(ςτ) ΣΩΣΤΟ: Ναι γιατί η ςυνάρτηςη θα είναι άνω και κάτω φραγμένη. 
 

4. (α) 𝑓 𝑥 =
𝑥3

𝑥2+1
 

Η ςυνάρτηςη 𝑓 έχει πεδίο οριςμού όλο το ℝ και είναι ρητή με το βαθμό του πολυωνύμου του 
παρονομαςτή να είναι κατά ένα μικρότεροσ από το βαθμό του πολυωνύμου του αριθμητή. Έτςι, 

εκτελώντασ τη διαίρεςη 
𝑥3

𝑥2+1
 έχουμε 

𝑥3

𝑥2 + 1
= 𝑥 −

𝑥

𝑥2 + 1
 

και αρα η ευθεία 𝒚 = 𝒙 είναι πλάγια αςύμπτωτη του γραφήματοσ τησ ςυνάρτηςησ όταν 
𝑥 → ±∞. [Επαληθεύςτε το-είναι υποχρεωτικό] 
 

(β) 𝑓 𝑥 = 𝑥 +
ln 𝑥

𝑥
. Η ςυνάρτηςη 𝑓 έχει πεδίο οριςμού το ςύνολο  0  , +∞ . Είναι 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 1 +

ln 𝑥

𝑥2
  

Αλλά, 

lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥2
= lim

𝑥→+∞

1

2𝑥2
= 0 

 (κατά τα γνωςτά με χρήςη του κανόνα του DLH) και αρα 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 1 +

ln 𝑥

𝑥2
 = 1  (1) 

Επίςησ, 
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lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
= 0  (2) 

(κατά τα γνωςτά με χρήςη του κανόνα του DLH) και αρα από τισ (1) και (2), από το γνωςτό μασ 
Θεώρημα. έπεται ότι η ευθεία με εξίςωςη 𝒚 = 𝒙 είναι πλάγια αςύμπτωτη του γραφήματοσ 
τησ ςυνάρτηςησ όταν 𝑥 → +∞. 

 

(γ) 𝑓 𝑥 =  𝑥2 + 𝑥 + 1. Η ςυνάρτηςη 𝑓 έχει πεδίο οριςμού όλο το ℝ αφού 𝑥2 + 𝑥 + 1 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ και 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞

 𝑥2 + 𝑥 + 1

𝑥
= lim

𝑥→+∞

𝑥 1 +
1
𝑥

+
1
𝑥2

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 1 +

1

𝑥
+

1

𝑥2 = 1 

και 

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 𝑥  = lim
𝑥→+∞

  𝑥2 + 𝑥 + 1 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

  𝑥2 + 𝑥 + 1 − 𝑥 ∙   𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑥 

 𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑥
 

 = lim
𝑥→+∞

  𝑥2 + 𝑥 + 1 
2
− 𝑥2

 𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑥
= lim

𝑥→+∞

𝑥 + 1

 𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑥
 

 = 
lim
𝑥→+∞

𝑥  1 +
1
𝑥
 

𝑥   1 +
1
𝑥

+
1
𝑥2 + 1 

= lim
𝑥→+∞

1 +
1
𝑥

 1 +
1
𝑥

+
1
𝑥2 + 1

=
1

2
 

Έτςι, η ευθεία με εξίςωςη 𝒚 = 𝒙 +
𝟏

𝟐
  είναι πλάγια αςύμπτωτη του γραφήματοσ τησ 

ςυνάρτηςησ όταν 𝒙 → +∞. Ομοίωσ, βρίςκουμε ότι η ευθεία με εξίςωςη 𝒚 = − 𝒙 +
𝟏

𝟐
   

είναι πλάγια αςύμπτωτη του γραφήματοσ τησ ςυνάρτηςησ όταν 𝒙 → −∞. 
 

(δ) 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∙ 𝑒−
1

𝑥  . Η ςυνάρτηςη 𝑓 έχει πεδίο οριςμού το ℝ∗ και αφού (κατα τα γνωςτά) 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞

𝑥 ∙ 𝑒−
1
𝑥

𝑥
= lim

𝑥→+∞
𝑒−

1
𝑥 = 𝑒

− lim
𝑥→+∞

1
𝑥 = 𝑒0 = 1    (1) 

και 

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥  𝑒−
1
𝑥 − 1  = lim

𝑥→+∞

𝑒−
1
𝑥 − 1

1
𝑥

 

και (κατά τα γνωςτά με χρήςη του κανόνα του DLH) 

lim
𝑥→+∞

𝑒−
1
𝑥 − 1

1
𝑥

= lim
𝑥→+∞

1
𝑥2 𝑒

−
1
𝑥

−
1
𝑥2

= − lim
𝑥→+∞

𝑒−
1
𝑥 = −1   (2) 

Έτςι, από τισ (1) και (2) έχουμε, από το γνωςτό μασ Θεώρημα, ότι η ευθεία με εξίςωςη 
𝒚 = 𝒙 − 𝟏 είναι πλάγια αςύμπτωτη του γραφήματοσ τησ ςυνάρτηςησ ςτο +∞. Ομοίωσ, 
βρίςκουμε ότι η ευθεία με εξίςωςη 𝒚 = 𝒙 − 𝟏 είναι επίςησ πλάγια αςύμπτωτη του 
γραφήματοσ τησ ςυνάρτηςησ ςτο −∞. 
 

5.  

𝑓 𝑥 =
𝑥2 − 5𝑥 + 2𝜆

𝑥 − 𝜆2
, 𝑥 ∈ ℝ −  ±𝜆  

Η ςυνάρτηςη αυτή είναι ρητή για κάθε τιμή τησ παραμέτρου 𝜆. Για να έχει η ςυνάρτηςη 
κατακόρυφη αςύμπτωτη την ευθεία 𝑥 = 4, θα πρέπει ένα τουλάχιςτον από τα πιο κάτω να ιςχύει: 

lim
𝑥→4−

𝑓 𝑥 = +∞ ή lim
𝑥→4−

𝑓 𝑥 = −∞  είτε lim
𝑥→4+

𝑓 𝑥 = +∞ ή lim
𝑥→4+

𝑓 𝑥 = −∞ 

Είναι 

lim
𝑥→4−

𝑓 𝑥 = +∞⟺ lim
𝑥→4−

𝑥2 − 5𝑥 + 2𝜆

𝑥 − 𝜆2
= +∞⟺ 𝝀 = −𝟐 

 
Ομοίωσ και οι άλλεσ περιπτώςεισ.  Για 𝜆 = −2, είναι 

𝑓 𝑥 =
𝑥2 − 5𝑥 − 4

𝑥2 − 4
, 𝑥 ∈ ℝ −  ±2  


