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Σεύχος Α - Ένθετο [Θεώρημα Μέγιστης/Ελάχιστης Σιμής] 

Εκφωνήσεις των ασκήσεων 

Δραστηριότητες (Θεώρημα Μέγιστης/Ελάχιστης Σιμής) 

B Να διατυπώσετε το θεώρημα της «μέγιστης και ελάχιστης τιμής συνάρτησης» 

C Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 με τύπο 

𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 6𝑥 + 10 
παίρνει ελάχιστη και μέγιστη τιμή. ΢τη συνέχεια, να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της 

συνάρτησης 𝑓 στο διάστημα  1,5 .  

D Να χαρακτηρίσετε ΢Ω΢ΣΟ ή ΛΑΘΟ΢ την καθεμιά από τις πιο κάτω προτάσεις και να 

δικαιολογήσετε την απάντησή σας.  

Αν μία συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής στο  𝛼, 𝛽  με ελάχιστη τιμή 𝑚 και μέγιστη τιμή 𝛭, τότε το 

σύνολο τιμών της 𝑓 𝛢  είναι: 

(α) 𝑓 𝛢 = 𝑓  𝛼, 𝛽   (β) 𝑓 𝛢 = 𝑓  𝛽, 𝛼      (γ) 𝑓 𝛢 =  𝑓 𝛼 , 𝑓 𝛽   

(δ) 𝑓 𝛢 =  𝑚,𝑀    (ε) 𝑓 𝛢 =  𝑓 𝛽 , 𝑓 𝛼   

E Να βρείτε το σύνολο τιμών των πιο κάτω συναρτήσεων, αιτιολογώντας την απάντησή σας: 

(α) 𝑓1 𝑥 = ln𝑥, 𝑥 ∈  1,10                  (β) 𝑓2 𝑥 = 3𝑥 + 2, 𝑥 ∈  0,3   (γ) 𝑓3 𝑥 = 𝑥2 + 𝑥 + 1, 𝑥 ∈  −1,4  

(δ) 𝑓4 𝑥 = 𝜎𝜐𝜈𝑥, 𝑥 ∈  0,
𝜋

2
            (ε) 𝑓5 𝑥 = 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈  −1,0 .

F Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓:  3,7 → ℝ. Αν 𝑚 είναι η ελάχιστη τιμή και 𝛭 η μέγιστη τιμή της 

συνάρτησης, να αποδείξετε ότι: 

𝑚 ≤
3𝑓 3 + 7𝑓 7 

10
≤ 𝛭 

G  Να αιτιολογήσετε, δίνοντας κατάλληλο παράδειγμα, γιατί μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού 

ένα ανοικτό διάστημα δεν έχει πάντοτε σύνολο τιμών που να είναι ανοικτό διάστημα. 



ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ 

Β ΛΤΚΕΙΟΤ ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΙ΢ΜΟΤ  ΙΩΑΚΕΙΜ Ι. 

Ένθετο (Θεώρημα Μέγιστης/Ελάχιστης τιμής) 

B ΘΕΩΡΗΜΑ [Μέγιστης/Ελάχιστης Σιμής]-Διατύπωση 

στο ένθετο 

Έστω 𝑓:  𝛼, 𝛽 → ℝ μια συνεχής συνάρτηση. Σότε, 

υπάρχουν τουλάχιστον δυο σημεία 𝑥1 , 𝑥2 ∈  𝛼, 𝛽  στα 

οποία η  𝑓 λαμβάνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή 

αντίστοιχα. Δηλ. 𝑓 𝑥1 =η μέγιστη τιμή της 𝑓 και 

𝑓 𝑥2 =η ελάχιστη τιμή της 𝑓. 

ΘΕΩΡΗΜΑ [Μέγιστης/Ελάχιστης Σιμής]-Διατύπωση 

δεδομένων των ορισμών ολικού μεγίστου/ελαχίστου 

Μια συνεχής συνάρτηση 𝑓:  𝛼, 𝛽 → ℝ λαμβάνει ολικό 

μέγιστο και ολικό ελάχιστο. 

Με άλλα λόγια, το σύνολο τιμών της συνάρτησης είναι 

επίσης κλειστό διάστημα. Έτσι, υπάρχουν x1 , x2 ∈  α, β  

τέτοιοι ώστε f x1 = m και f x2 = M όπου m και M η 

ελάχιστη και η μέγιστη τιμή της  συνάρτησης f 

αντίστοιχα. Δηλ. f  α, β  =  m, M . 

[Μπορεί να είναι m = M. ΢την περίπτωση αυτή, το 

΢.Σ. της συνάρτησης είναι μονοσύνολο και άρα αυτή 

είναι σταθερή συνάρτηση] 

C Η συνάρτηση 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 6𝑥 + 10 

λαμβάνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή στο διάστημα 

 1,5 . Αυτό είναι άμεση απόρροια του Θεωρήματος 

Μέγιστης/Ελάχιστης Σιμής, αφού η 𝑓 είναι συνεχής (ως 

πολυωνυμική) και άρα συνεχής στο (κλειστό) διάστημα 

 1,5 . Για να βρούμε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή 

της μπορούμε να ακολουθήσουμε είτε αλγεβρικούς 

χειρισμούς, είτε να χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι 

το γράφημα αυτής αποτελεί παραβολή. Με τον πρώτο 

τρόπο: 

𝑓 𝑥 = 𝑥2 − 6𝑥 + 10 =  𝑥 − 3 2 + 1   (𝟏) 

και αρα 𝑥 ∈  1,5 ⇒  𝑥 − 3 ∈  −2,2 ⇒  𝑥 − 3 2 ∈
 0,4 ⇒   𝑥 − 3 2 + 1          

𝑓 𝑥 

∈  1,5 , δηλ. 𝑓𝜇έ𝛾. = 5 και

𝑓𝜀𝜆 . = 1. Με το δεύτερο τρόπο, από την (𝟏) 

παρατηρούμε ότι η κορυφή της παραβολής είναι στο 

σημείο  3,1  στην οποία λαμβάνει την ελάχιστή της 

τιμή (άσχετα αν αυτή περιοριστεί στο διάστημα 

 1,5 ), δηλ. 𝑓𝜀𝜆 . = 1. Σώρα, παρατηρούμε ότι 𝑓 1 =

5 = 𝑓 5  και αρα, αφού τα σημεία αυτά είναι 

συμμετρικά ως προς τον άξονα συμμετρίας της 

παραβολής, ότι 𝑓𝜇έ𝛾. = 𝑓 1 = 𝑓 5 = 5. 

D Από τα συμφραζόμενα της άσκησης, το σύνολο 𝛢 

είναι το Π.Ο. της 𝑓, δηλ. 𝐷 𝑓 ≡ 𝐴 και το σύνολο  𝛼, 𝛽  

είναι ένα υποσύνολο του 𝛢 στο οποίο ο περιορισμός 

της 𝑓 είναι συνεχής συνάρτηση. 

E (α) ΛΑΘΟ΢: Για παράδειγμα, 𝑓 𝑥 = 1, 𝑥 ∈ ℝ. Σότε 

𝐷 𝑓 ≡ 𝐴 = ℝ και ο περιορισμός της 𝑓 στο διάστημα 

 0,1  είναι συνεχής συνάρτηση με 𝑓  0,1  =  1  αφού 

𝑓 𝑥 = 1, ∀𝑥 ∈  0,1 . 

(β) Σο ερώτημα δεν έχει νόημα, αφού για να 

ορίζεται το διάστημα  𝛼, 𝛽  πρέπει 𝛽 > 𝛼. Αν οι 

συγγραφείς εννούσαν ότι πρέπει να συμπεράνουμε 

ότι 𝛼 = 𝛽 και αρα η 𝑓 είναι συνεχής σε ενα και μονο 

σημείο του Π.Ο. της, τότε και πάλιν το αποτέλεσμα 

δεν ισχύει. Αν όμως οι συγγραφείς εννοούσαν ότι το 

διάστημα  𝛼, 𝛽  είναι το π.ο. της 𝑓, τότε (εντελώς 

καταχρηστικά και πάλιν) το συμπέρασμα θα ήταν 

ότι η 𝑓 είναι η σταθερή συνάρτηση. 

(γ) ΛΑΘΟ΢: Για παράδειγμα, αν 𝑓 𝑥 = 𝜂𝜇𝑥, 𝑥 ∈ ℝ. 

Σότε 𝐷 𝑓 ≡ 𝐴 = ℝ. Έτσι, (αν βέβαια θεωρήσουμε το 

αποτέλεσμα αυτό ως ορθό από την τριγωνομετρία 

που μάθαμε σε προηγούμενες τάξεις) 𝑓 ℝ =  −1,1 . 

Αν οι συγγραφείς εννούσαν ότι 𝛢 =  𝛼, 𝛽 , τότε αν 

 𝛼, 𝛽 ≡  0,
3𝜋

2
 , η 𝑓 είναι συνεχής συνάρτηση με 

𝑓   0,
3𝜋

2
  =  −1,1 =  𝑓  

3𝜋

2
 , 𝑓  

𝜋

2
  (αν βέβαια 

θεωρήσουμε το αποτέλεσμα αυτό ως ορθό από την 

τριγωνομετρία που μάθαμε σε προηγούμενες τάξεις) 

(δ) ΢Ω΢ΣΟ: από το Θεώρημα Μέγιστης/Ελάχιστης 

Σιμής. 

(ε) ΛΑΘΟ΢: Ας θεωρήσουμε ότι 𝛢 =  𝛼, 𝛽 . Σότε το 

αποτέλεσμα δεν ισχύει. Αν π.χ.  𝛼, 𝛽 ≡  0,
𝜋

2
  και 

𝑓 𝑥 = 𝜂𝜇𝑥, τότε η 𝑓 είναι συνεχής συνάρτηση με 

𝑓 𝛽 = 𝑓  
𝜋

2
= 1 και 𝑓 𝛼 = 𝑓 0 = 0 και δεν έχει 

νόημα να μιλήσουμε για διάστημα  𝑓 𝛽 , 𝑓 𝛼  . 

(α) 𝑓1 𝑥 = ln𝑥, 𝑥 ∈  1,10 . Θεωρούμε γνωστό (από τη 

θεωρία) ότι αν 1 ≤ 𝑥 ≤ 10, τότε ln1 ≤ ln𝑥 ≤ ln10, 

δηλ. 0 ≤ ln𝑥 ≤ ln10 και αρα 𝑅 𝑓1 =  0, ln10 . 

΢υγκεκριμένα, 𝑓1 1 = 0 είναι η ελάχιστη τιμή της 

συνάρτησης και 𝑓1 10 = ln10 είναι η μέγιστη τιμή  



ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ 

Β ΛΤΚΕΙΟΤ ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΙ΢ΜΟΤ  ΙΩΑΚΕΙΜ Ι. 

της συνάρτησης. Σο αποτέλεσμα αυτό έρχεται σε 

συμφωνία με το Θεώρημα Μέγιστης/Ελάχιστης 

Σιμής. 

(β) 𝑓2 𝑥 = 3𝑥 + 2, 𝑥 ∈  0,3 . Αν 0 ≤ 𝑥 ≤ 3 ⇒ 0 ≤ 3𝑥 ≤
9 ⇒ 2 ≤ 3𝑥 + 2   

𝑓2 𝑥 

≤ 11 και αρα 𝑅 𝑓 =  2,11 . 

΢υγκεκριμένα, 𝑓1 0 = 2 είναι η ελάχιστη τιμή της 

συνάρτησης και 𝑓1 3 = 11 είναι η μέγιστη τιμή της. 

Σο αποτέλεσμα αυτό έρχεται σε συμφωνία με το 

Θεώρημα Μέγιστης/Ελάχιστης Σιμής. 

(γ) 𝑓3 𝑥 = 𝑥2 + 𝑥 + 1, 𝑥 ∈  −1,4 . Γράφουμε 

𝑓3 𝑥 =  𝑥 +
1

2

2
+

3

4
, 𝑥 ∈  −1,4 . Σο γράφημα της 

συνάρτησης 𝑓 𝑥 =  𝑥 +
1

2

2
+

3

4
, 𝒙 ∈ ℝ εκφράζει 

παραβολή με ελάχιστη τιμή την 𝑓  −
1

2
=

3

4
. Σότε, 

αν −1 ≤ 𝑥 ≤ −
1

2
⇒ 𝑓  −

1

2     
3

4

≤  𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 −1    
1

 ενω αν 

−
1

2
≤ 𝑥 ≤ 4 ⇒ 𝑓  −

1

2     
3

4

≤  𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 4  
21

. Η ένωση των 

διαστημάτων  
3

4
, 1  και  

3

4
, 21 , δηλ. το  

3

4
, 21  είναι το 

σύνολο τιμών της 𝑓3 . ΢υγκεκριμένα, 𝑓3  −
1

2
=

3

4
 είναι 

η ελάχιστη τιμή της συνάρτησης και 𝑓3 4 = 21 είναι 

η μέγιστη τιμή της συνάρτησης. Σο αποτέλεσμα αυτό 

έρχεται σε συμφωνία με το Θεώρημα 

Μέγιστης/Ελάχιστης Σιμής. Παρατηρήστε ότι 

𝑓3 −1 = 1 = 𝑓3 0 . 

(δ) 𝑓4 𝑥 = 𝜎𝜐𝜈𝑥, 𝑥 ∈  0,
𝜋

2
 .  Ξέρουμε από τη θεωρία 

ότι αν 0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

2
, τότε 𝜎𝜐𝜈

𝜋

2
≤ 𝜎𝜐𝜈𝑥 ≤ 𝜎𝜐𝜈0, δηλ. 

0 ≤ 𝜎𝜐𝜈𝑥 ≤ 1 και αρα 𝑅 𝑓4 =  0,1 . ΢υγκεκριμένα, 

𝑓4 0 = 1 είναι η μέγιστη τιμή της συνάρτησης και 

𝑓4  
𝜋

2
= 0 είναι η ελάχιστη τιμή της συνάρτησης. Σο 

αποτέλεσμα αυτό έρχεται σε συμφωνία με το 

Θεώρημα Μέγιστης/Ελάχιστης Σιμής. 

(ε) 𝑓5 𝑥 = 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈  −1,0 .  Ξέρουμε από τη θεωρία

ότι αν −1 ≤ 𝑥 ≤ 1, τότε 𝑒−1 ≤ 𝑒𝑥 ≤ 𝑒0, δηλ. 

1

𝑒
≤ 𝑒𝑥 ≤ 1 

και αρα 𝑅 𝑓5 =  
1

𝑒
, 1 . ΢υγκεκριμένα, 𝑓5 0 = 1 είναι 

η μέγιστη τιμή της συνάρτησης και 𝑓5 −1 =
1

𝑒
 είναι η 

ελάχιστη τιμή της συνάρτησης. Σο αποτέλεσμα αυτό 

έρχεται σε συμφωνία με το Θεώρημα 

Μέγιστης/Ελάχιστης Σιμής. 

F 𝑓:  −3,7 → ℝ συνεχής συνάρτηση. Αφού 𝑚 είναι η 

ελάχιστη και 𝛭 η μέγιστη τιμή της 𝑓 αντίστοιχα, τότε 

𝑚 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 𝑀, ∀𝑥 ∈  −3,7 . Έτσι, 

 

3 ∈  −3,7 ⇒ 𝑚 ≤ 𝑓 3 ≤ 𝑀 ⇒ 3𝑚 ≤ 3𝑓 3 ≤ 3𝑀

7 ∈  −3,7 ⇒ 𝑚 ≤ 𝑓 7 ≤ 𝑀 ⇒ 7𝑚 ≤ 7𝑓 7 ≤ 7𝑀

 

⇒ 3𝑚 + 7𝑚       
10𝑚

≤ 3𝑓 3 + 7𝑓 7 ≤ 3𝛭 + 7𝛭       
10𝑀

 

⇒
10𝑚

10
≤

3𝑓 3 + 7𝑓 7 

10
≤

10𝛭

10

⇒ 𝑚 ≤
3𝑓 3 + 7𝑓 7 

10
≤ 𝛭 

G Μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού ενα ανοικτό 

διάστημα δεν έχει πάντοτε σύνολο τιμών που να 

είναι ανοικτό διάστημα. 

Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση 

𝑓 𝑥 = 𝜂𝜇𝑥, 𝑥 ∈  0,
10𝜋

6
 . 

Σότε. 

𝑓   0,
10𝜋

6
  =  −1,1 =  𝑓  

3𝜋

2
 , 𝑓  

𝜋

2
  




