
ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΟΡΙΖΟΥΣΑΣ ΠΙΝΑΚΑ

Ορισµός 0.0.1 ΄Εστω A = (aij)
n
i,j=1 πίνακας. Ως ορίζουσα του πίνακα A ορίζουµε

την ποσότητα

det (A) :=
∑

σ∼{1,...,n}

(
sgn (σ)

n∏
k=1

akσ(k)

)
=

∑
σ∼{1,...,n}

sgn (σ) a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n),

(1)
όπου µε σ ∼ {1, . . . , n} εννοούµε οτι η άθροιση γίνεται πάνω στο σύνολο όλων των (n!
το πλήθος) µεταθέσεων του συνόλου {1, . . . , n} και όπου sgn το πρόσηµο της µετάθεσης
σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}, δηλ.

sgn (σ) =

{
1 : η µετάθεση είναι άρτια
−1 : η µετάθεση είναι περιττή

.

Συµβολικά:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Εϕαρµογές

(i) Θα υπολογίσουµε την ορίζουσα ενός 3× 3 πίνακα.
΄Εστω

A :=

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ∈ F3×3.

Θέτουµε Aij ∈ F2×2 τον πίνακα που προκύπτει από τον A αν διαγράψουµε την
i−γραµµή και την j−στήλη, 1 ≤ i, j ≤ 3:

A11 =

(
a22 a23
a32 a33

)
, A12 =

(
a21 a23
a31 a33

)
, A22 =

(
a11 a13
a31 a33

)

A21 =

(
a12 a13
a32 a33

)
, A31 =

(
a12 a13
a22 a23

)
, A32 =

(
a11 a13
a21 a23

)
A33 =

(
a11 a12
a21 a22

)
, A13 =

(
a21 a22
a31 a32

)
, A23 =

(
a11 a12
a31 a32

)
.

Τότε, η ορίζουσα του A δίνεται αν αναπτύξουµε ως προς την i-γραµµή ή j-στήλη
από τους τύπους

∑3
k=1(−1)k+iaikdetAik και

∑3
k=1(−1)k+jakjdetAkj αντίστοι-

χα.
Για παράδειγµα, αναπτύσσοντας ως προς τη δεύτερη στήλη, έχουµε

detA =
3∑

k=1

(−1)k+2ak2detAk2

= (−1)1+2a12det

(
a21 a23
a31 a33

)
+ (−1)2+2a22det

(
a11 a13
a31 a33

)

+(−1)3+2a32det

(
a11 a13
a21 a23

)
= −a12(a21a33 − a23a31) + a22(a11a33 − a31a13)− a32(a11a23 − a21a13).



(ii) Η ορίζουσα ενός άνω (ή κάτω) τριγωνικού πίνακα A = (aij)
n
i,j=1 είναι το γινόµενο

το στοιχείων της διαγωνίου του, δηλ.

det(A) =

n∏
i=1

aii.

Ασκήσεις

1. Να υπολογισθούν οι ορίζουσες των πιο κάτω πινάκων:

A =

 1 2 −1
0 1 2
0 3 2

 , B =


1 2 3 4
0 5 6 7
0 0 −1 3
0 0 0 7

 , Γ =

 1 2 0
−1 1 2
1 0 −1

 ,

∆ =

 2 3 4
0 3 5
0 0 0

 , Σ =

 1 2 −1
−1 −3 7
−1 −2 3

 , Π =

 2 4 8
−5 0 10
−9 9 10

 .

Λύση Θα αναπτύξουµε την ορίζουσα detA ως προς την πρώτη στήλη:

detA =
3∑

k=1

(−1)k+1ak1detAk1

= (−1)1+11

∣∣∣∣ 1 2
3 2

∣∣∣∣+ (−1)2+10

∣∣∣∣ 2 −1
3 2

∣∣∣∣
+(−1)3+10

∣∣∣∣ 2 −1
1 2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1 2
3 2

∣∣∣∣ = 2− 6 = −4.

Ο πίνακας B είναι άνω τριγωνικός, άρα η ορίζουσά του είναι το γινόµενο των στοιχείων
της διαγωνίου του:

detB = 1 · 5 · (−1) · 7 = −35.

Για την detΓ, ϑα αναπτύξουµε ως προς την τρίτη στήλη:

detΓ =
3∑

k=1

(−1)k+1ak3detAk3

= (−1)1+30

∣∣∣∣ 1 2
−1 0

∣∣∣∣+ (−1)2+32

∣∣∣∣ 1 2
1 0

∣∣∣∣
+(−1)3+3(−1)

∣∣∣∣ 1 2
−1 1

∣∣∣∣ = (−2)

∣∣∣∣ 1 2
1 0

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ 1 2
−1 1

∣∣∣∣ = 1.

∆ιαϕορετικά:

detΓ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
−1 1 2
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ r2→r2+r3=

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
0 1 1
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ r3→r3−r1=

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
0 1 1
0 −2 −1

∣∣∣∣∣∣
ως προς την 1η στήλη

= (−1)1+1

∣∣∣∣ 1 1
−2 −1

∣∣∣∣ = 1.

Ο πίνακας ∆ είναι άνω τριγωνικός, άρα det∆ = 2 · 3 · 6 = 36.
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detΣ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
−1 −3 7
−1 −2 3

∣∣∣∣∣∣ r2→r2+r1=

∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
0 −1 6
−1 −2 3

∣∣∣∣∣∣ r3→r3+r1=

∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
0 −1 6
0 0 2

∣∣∣∣∣∣
ως προς την 1η στήλη

= (−1)1+1

∣∣∣∣ −1 6
0 2

∣∣∣∣ = −2.

detΠ =

∣∣∣∣∣∣
2 4 8
−5 0 10
−9 9 10

∣∣∣∣∣∣ = 2 · 5 · 3

∣∣∣∣∣∣
1 2 4
−1 0 2
−1 3 0

∣∣∣∣∣∣ = 30

∣∣∣∣∣∣
1 2 4
0 2 6
0 5 4

∣∣∣∣∣∣
= 2 · 30

∣∣∣∣∣∣
1 2 4
0 1 3
0 5 4

∣∣∣∣∣∣ = 60

∣∣∣∣∣∣
1 2 4
0 1 3
0 0 −11

∣∣∣∣∣∣
ως προς την 1η στήλη

= −660.

Θεώρηµα 0.0.1 [Κανόνας του Cramer ] Αν ο A ∈ Fn×n έχει µη µηδενική ορίζουσα,
τότε η µοναδική λύση x = (x1, x2, . . . , xn)

t του συστήµατος AX = B δίνεται από τον
τύπο

xi =
1

detA
det(A(Ai↔K)), 1 ≤ i ≤ n, (2)

όπου A(Ai↔K) είναι ο πίνακας που προκύπτει από τον A αν αντικαταστήσουµε την
i−στήλη του µε τον B.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ Αϕού detA ̸= 0 ⇒ ∃A−1. Αϕού AX = B ⇒ X = A−1B. ΄Οµως,

A−1 =
1

detA
Adj(A),

συνεπώς,

X = A−1B =
1

detA
Adj(A)B.

Συνεπώς, αν Adj(A) = (βi,j)
n
i,j=1 και B = (bi,j)

n
i,j=1, τότε

xi =
1

detA

n∑
j=1

βi,jbj =
1

detA

n∑
j=1

Ai,jbj,

όπου Ai,j = ο i, j συµπαράγοντας του A. ΄Οµως, το 1
detA

∑n
j=1 Ai,jbj = το ανάπτυγµα

κατά Laplace ως προς την i−στήλη του

1

detA
det(A(Bi↔Ai

),

απόπου έπεται και το Ϲητούµενο. �

Παρατήρηση: Ο Κανόνας του Cramer ϐολεύει όταν n = 2, 3 γιατί για n > 3 οι
ορίζουσες είναι πίο χρονοβόρες στον υπολογισµό τους.

Παραδείγµατα 0.0.1

1. Να λυθεί το σύστηµα

x+ y + z = 2

2y + 3z = 1

x+ 2y + 3z = 4

3



Ο πίνακας των συντελεστών του συστήµατος είναι

A =

 1 1 1
0 2 3
1 2 3

 .

detA =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 2 3
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0,

άρα το σύστηµα έχει µοναδική λύση την οποία ϑα ϐρούµε µε τον Κανόνα του Cramer:

x =

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 2 3
4 2 3

∣∣∣∣∣∣
detA

=
4− 1

1
= 3, y =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
0 1 3
1 4 3

∣∣∣∣∣∣
detA

=
2− 6

1
= −4,

z =

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
0 2 1
1 2 4

∣∣∣∣∣∣
detA

=
4− 1

1
= 3.

΄Αρα, η (µοναδική) λύση του συστήµατος είναι η (x, y, z) = (3,−4, 3).

Θεώρηµα 0.0.2 ΄Εστω A = (aij)
n
i,j=1 και B = (bij)

n
i,j=1 δύο n× n πίνακες. Τότε,

det(AB) = det(A)det(B).

Θεώρηµα 0.0.3 Για κάθε πίνακα n× n, ισχύει οτι

( i) αν εναλλάξουµε δύο γραµµές (ή δύο στήλες) του, τότε η ορίζουσα του νέου πίνακα
ισούται µε − det(A),

( ii) αν τα στοιχεία µιας γραµµής (ή δύο στήλης) του πολλαπλασιαστούν µε έναν αριθµό
k, τότε η ορίζουσα του νέου πίνακα ισούται µε k det(A),

( iii) αν το πολλαπλάσιο των στοιχείων µιας γραµµής (ή στήλης) του προστεθεί σε µια
άλλη γραµµή (ή στήλη) του πίνακα, τότε η ορίζουσα του νέου πίνακα ισούται µε
det(A).

Εύρεση αντίστροϕου ενός τετραγωνικού πίνακα ΄Εστω A ∈ Rn×n ένας αντιστρέ-
ψιµος πίνακας.
1ος Τρόπος

A−1 =
1

|A|
adj(A),

όπου adj(A) είναι ο συζυγής (adjugate) πίνακας του A, ο οποίος δίνεται από:

αν A =

(
a b
c d

)
∈ R2×2, τότε,

adj(A) =

(
d −b

−c a

)
και άρα,

A−1 =
1

ad− bc
adj(A).
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αν A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ∈ R3×3, τότε,

adj(A) =



+

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣



T

=

=



+

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣a21 a22
a31 32

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣


,

όπου ∣∣∣∣ aij ain
ajm ajn

∣∣∣∣ = det

(
aim ain
ajm ajn

)
.

Οι πιο πάνω ορίζουσες λέγονται οι συναλλοίωτοι παράγοντες (ή συµπαράγοντες) του
πίνακα A.

Παράδειγµα ΄Εστω ο 3× 3 πίνακας

A =

 1 1 1
0 2 3
1 2 3

 .

΄Εχουµε

detA =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 2 3
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0

και άρα ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος. Τότε,

A−1 =
1

|A|
adj(A) =

1

1
adj(A) = adj(A).

adj(A) =



+

∣∣∣∣2 3
2 3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣0 3
1 3

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣0 2
1 2

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣1 1
2 3

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣1 1
1 3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣1 1
1 2

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣1 1
2 3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣1 1
1 3

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣1 1
0 2

∣∣∣∣



T

=

 0 3 −2
−1 2 −1
1 −2 2

T

=

=

 0 −1 1
3 2 −2
−2 −1 2

 .

2ος Τρόπος ΄Εστω ένας αντιστρέψιµος πίνακας A ∈ Rn×n. Βάζουµε τον µοναδιαίο
πίνακα In×n δίπλα από τον A, (A|I) και κάνοντας γραµµοπράξεις καταλήγουµε σε
έναν (γραµµοισοδύναµο πίνακα) (I|B). Τότε, A−1 = B.

5



Παρατήρηση Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη διαδικασία αυτή για να αποϕαν-
ϑούµε αν ο A δεν είναι αντιστρέψιµος : φτάνοντας στο γραµµοισοδύναµο πίνακα
(I|B), παρατηρήσουµε οτι ο B έχει µια τουλάχιστον µηδενική γραµµή ή στήλη, τότε
ο A δεν είναι αντιστρέψιµος.

Παράδειγµα

P :=

 2 −1 1
1 0 −1
0 1 2


και ϐρίσκουµε τον P−1 :

(P |I) =

 2 −1 1 1 0 0
1 0 −1 0 1 0
0 1 2 0 0 1

 ∼

 1 0 0 1/5 3/5 1/5
0 1 0 −2/5 4/5 3/5
0 0 1 1/5 −2/5 1/5


και αρα

P−1 =

 1/5 3/5 1/5
−2/5 4/5 3/5
1/5 −2/5 1/5

 .

Ασκήσεις 0.0.1

(1) Σωστό ή λάθος;

(α΄) Αν A,B ∈ Fn×n µε A ·B = On×n και A, B ̸= On×n, τότε detA = detB = 0.

(ϐ΄) Αν A,B ∈ Fn×n τότε det(A+B) = detA+ detB.

(γ΄) Αν A ∈ Fn×n και λ ∈ F, τότε det(λA) = λdetA.

(δ΄) Αν A ∈ Fn×n κάτω τριγωνικός αντιστρέψιµος, τότε και ο At είναι αντιστρέψι-
µος.

Λύση

(α΄) Σωστό.

(ϐ΄) Λάθος.

(γ΄) Λάθος. Ισχύει det(λA) = λn detA.

(δ΄) Σωστό.

΄Ασκηση 1 Να υπολογιστεί η ορίζουσα

∆ =

∣∣∣∣∣∣
α2 β2 γ2

βγ γα αβ
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
και να δειχθεί οτι αν ∆ = 0, και α ̸= β ̸= γ ̸= α, τότε α+ β + γ = 0.
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Λύση

∆ =

∣∣∣∣∣∣
α2 β2 γ2

βγ γα αβ
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ r1→r1−r2=

∣∣∣∣∣∣
α2 − β2 β2 γ2

βγ − γα γα αβ
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
r2→r2−r3=

∣∣∣∣∣∣
α2 − β2 β2 − γ2 γ2

βγ − γα γα− αβ αβ
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ (α− β)(α+ β) (β − γ)(β + γ)

−γ(α− β) −α(β − γ)

∣∣∣∣
= (α− β)(β − γ)

∣∣∣∣ α+ β β − γ
−γ −α

∣∣∣∣
= (α− β)(β − γ)[−α2 − αβ + γβ + γ2]

= (α− β)(β − γ)[(γ − α)(γ + α) + β(γ − α)]

= (α− β)(β − γ)(γ − α)(α+ β + γ).

΄Αρα, αν ∆ = 0, και α ̸= β ̸= γ ̸= α, έπεται οτι α+ β + γ = 0.

΄Ασκηση 2 ΄Εστω A,B ∈ Rn×n τέτοιοι ώστε AB = In×n. Να δείξετε οτι και BA =
In×n.

Λύση Αϕού οι πίνακες είναι τετραγωνικοί τότε, από Θεώρηµα έπεται οτι

det(AB) = det(A) · det(B)

και αϕού A,B ∈ Rn×n τέτοιοι ώστε AB = In×n, έπεται οτι

det(AB) = det(A) · det(B) = det(In×n) = 1.

Εποµένως, det(A) ̸= 0, άρα ο A είναι αντιστρέψιµος, δηλ. ∃ ο A−1. ΄Εχουµε τότε οτι

AB = In×n ⇔ A−1AB = A−1In×n ⇔ B = A−1 A−1A=In×n⇐⇒ BA = In×n.

Ασκήσεις 0.0.2

1. ΄Εστω

A :=

 1 1 1
a1 a2 a3
a21 a22 a23

 .

Να δείξετε οτι
det(A) = (a3 − a2)(a3 − a1)(a2 − a1).

2. Υπολογίστε την ορίζουσα των πιο κάτω πινάκων µε α) το ανάπτυγµα σε συµπα-
ϱάγοντες ως προς οποιαδήποτε γραµµή ή στήλη και ϐ) µε απαλοιϕές γραµµών
φέρνοντάς τους σε τριγωνική µορϕή:

A =

 1 2 −3
0 4 5
−2 0 6

 , B =

 8 3 2
0 0 4
−3 1 0

 , Γ =

 2 3 4
7 9 −25
2 3 −4

 .
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3. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των οριζουσών, να δειχθεί οτι∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x y z
yz zx xy

∣∣∣∣∣∣ = (x− y)(y − z)(z − x)

4. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των οριζουσών, να δειχθεί οτι∣∣∣∣∣∣
1 + a2 a 1
1 + b2 b 1
1 + c2 c 1

∣∣∣∣∣∣ = −(a− b)(b− c)(c− a).
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ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΥΠΡΟΥ
ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ

ΜΑΣ 51.Α: [Εαρινό Εξάµηνο 2015-2016]

Βοηθός ∆ιδασκαλίας : Ιωακείµ Ιωάννης [ioakim.ioannis@ucy.ac.cy] - Γραϕείο Β126

διανυσµατικοι χωροι-Γραµµικη ανεξαρτησια

Ορισµός 0.0.2 ΄Ενα υποσύνολο U ενός διανυσµατικού χώρου V λέγεται υπόχωρος
του V αν ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός και η πρόσθεση στον V περιοριζόµενοι στον W,
τον κάνουν και αυτόν διανυσµατικό χώρο. ∆ηλ. αν ο U γίνεται και αυτός διανυσµατικός
χώρος µε πράξεις αυτές του V περιορισµένες σε αυτόν.

Από τον πιο πάνω ορισµό έπεται φυσιολογικά η ακόλουθη Πρόταση:

Πρόταση 0.0.1 ΄Ενα U ⊆ V είναι υπόχωρος του V αν και µόνο αν ισχύουν οι ακό-
λουθες τρείς συνθήκες
(i) U ̸= ∅.
(ii) Αν u1, u2 ∈ U, τότε u1 + u2 ∈ U.
(iii) Αν u ∈ U και λ ∈ F, τότε και λu ∈ U.

2. Τα σύνολα {(x, 0) ∈ R2|x ≥ 0} και {(0, y) ∈ R2|y ≥ 0} είναι υπόχωροι του R2.
Το σύνολο

V := {(x, y, z) ∈ R3|3x+ 2y + z = 0}

είναι υπόχωρος του R3.
Θα δείξουµε τις ιδιότητες (i)­(iii) της Πρότασης.
(i) Το στοιχείο (0, 0, 0) ανήκει στο V (ή το (−1, 1, 1)). Συνεπώς V ̸= ∅.

(ii) ΄Εστω (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ V. Τότε, 3x1+2y1+ z1 = 0 και 3x2+2y2+ z2 = 0.
΄Εχουµε λοιπόν (x1, y1, z1)+(x2, y2, z2) = (x1+x2, y1+y2, z1+z2). Το στοιχείο αυτό
ανήκει στον V αϕού 3(x1 + x2) + 2(y1 + y2) + z1 + z2 = 0.

(iii) ΄Εστω λ ∈ R και v = (x, y, z) ∈ V ⇒ 3x + 2y + z = 0 ⇒ 3λx + 2λy + λz = 0,
δηλ. λv ∈ V.

4. Θεωρούµε τον R-διανυσµατικό χώρο R3 και τα υποσύνολά του

V := {(x, y, z) ∈ R3|x+ y + z = 0}, W := {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≤ 1}.

Τότε, το V είναι διανυσµατικός υπόχωρος του R3 ενώ το W όχι.
(i)Το V δεν είναι το κενό σύνολο, αϕού π.χ. το σηµείο (−1, 4,−3) ∈ V.
(ii) ΄Εστω (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ V. ΄Αρα, x1 + y1 + z1 = 0 και x2 + y2 + z2 = 0.
΄Εχουµε:

(x1, y1, z1) + (x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2) ∈ V,

αϕού (x1 + x2) + (y1 + y2) + (z1 + z2) = 0.

(iii) ΄Εστω λ ∈ R και (x, y, z) ∈ V. Τότε, x+ y + z = 0 και

λ(x, y, z) = (λx, λy, λz) ∈ V,

διότι λx+ λy + λz = 0.
Εποµένως, το V είναι διανυσµατικός υπόχωρος του R3.



Για το σύνολο W, παρατηρούµε επίσης ότι δεν είναι το κενό σύνολο, αϕού π.χ. το
σηµείο (0, 0, 1) ∈ W. Το W όµως δεν είναι διανυσµατικός υπόχωρος του R3, αϕού τα
(ϐαθµωτά) πολλαπλάσια στοιχείων του δεν ανήκουν εν γένει σε αυτόν, π.χ. (0, 1

3 , 0) ∈
W, διότι 02 +

(
1
3

)2
+ 02 = 1

9 < 1, αλλά αν λ = 9, τότε, λ(0, 1
3 , 0) = 9(0, 1

3 , 0) =
(0, 3, 0) /∈ W.

Ορισµός 0.0.3 ΄Εστω V διανυσµατικός χώρος επί του F και A ̸= ∅, A ⊆ V. Το u ∈ V
ϑα λέγεται γραµµικός συνδυασµός στοιχείων του A αν υπάρχουν λ1, λ2, . . . , λn ∈ F και
a1, a2, . . . , an ∈ A τέτοια ώστε

u =
n∑

i=1

λiai.

Συµβολίζουµε µε span{a1, a2, . . . , an} ή µε L⟨a1, a2, . . . , an⟩ το σύνολο όλων των γραµ-
µικών συνδυασµών των a1, a2, . . . , an, δηλ.

span{a1, a2, . . . , an} =

{
n∑

i=1

λiai | λi ∈ F

}
.

και λεγεται γραµµική ϑήκη των a1, a2, . . . , an.

Ορισµός 0.0.4 ΄Εστω V ένας δ.χ. επί τουF και u1, u2, . . . , um ∈ V. Τότε, τα u1, u2, . . . , um

λέγονται γραµµικώς ανεξάρτητα αν ∀λ1, λ2, . . . , λm ∈ F τέτοια ώστε
m∑
i=1

λiui = 0V ,

συνεπάγεται
λ1 = λ2 = . . . = λm = 0.

Ορισµός 0.0.5 ΄Εστω V ένας δ.χ. επί του F και A ̸= ∅, A ⊂ V πεπερασµένο. Αν τα
στοιχεία του A είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (ή γραµµικώς εξαρτηµένα), τότε το A λέγεται
γραµµικά ανεξάρτητο (αντίστοιχα γραµµικά εξαρτηµένο) σύνολο.
Αν A άπειρο υποσύνολο του V, τότε αυτό λέγεται γραµµικά εξαρτηµένο αν υπάρχει
γραµµικά εξαρτηµένο µη κενό υποσύνολο του A. Το A είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν
δεν είναι γραµµικά εξαρτηµένο, δηλ. αν κάθε µη κενό υποσύνολό του είναι γραµµικά
εξαρτηµένο.

Παραδείγµατα 0.0.2

1. Στον R3×1 ϑεωρούµε τα διανύσµατα

u1 =

 2
9
2

 , u2 =

 3
4
5

 , u3 =

 4
18
4

 .

Τα u1, u2, u3 είναι γραµµικώς εξαρτηµένα αϕού

2 · u1 + 0 · u2 − 1u3 = 0.

2. Στο γραµµικό χώρο R2 ϑεωρούµε τα διανύσµατα u1 = (1, 2) και u2 = (2, 1).
Τα u1, u2 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα:
΄Εστω λ1, λ2 ∈ R τέτοια ώστε λ1u1 + λ2u2 = 0. ΄Εχουµε

λ1u1 + λ2u2 = 0

⇔ λ1(1, 2) + λ2(2, 1) = 0

⇔ (λ1 + 2λ2, 2λ1 + λ2) = 0

⇔

 λ1 + 2λ2 = 0

2λ1 + λ2 = 0
⇔ λ1 = 0 = λ2.
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΄Αρα, τα u1, u2 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

Ας εκϕράσουµε το τυχαίο διάνυσµα u = (a, b) ∈ R2 ως γραµµικό συνδυασµό
των u1, u2 :

u = (a, b) = λu1 + µu2

⇔ (a, b) = (λ+ 2µ, 2λ+ µ)

⇔

 λ+ 2µ = a

2λ+ µ = b
⇔ λ =

2b− a

3
, µ =

2a− b

3
.

∆ηλ.

u = (a, b) =
2b− a

3
u1 +

2a− b

3
u2.

΄Ετσι, αϕού το σύνολο {u1, u2} είναι γραµµικά ανεξάρτητο και παράγει τον R2,
έπεται ότι είναι µια ϐάση του.

3. Στο διανυσµατικό χώρο V := R2[x] ϑεωρούµε τα πολυώνυµα p1(x) = −x2 −
2x+ 1, p2(x) = 2x2 + 2x− 2, p3(x) = −4x2 + 2x+ 4.
Τα πολυώνυµα αυτά είναι γραµµικώς εξαρτηµένα:

΄Εστω λ1, λ2, λ3 ∈ R έτσι ώστε λ1p1(x) + λ2p2 + λ3p3 = 0, δηλ.

∀x ∈ R, λ1p1(x) + λ2p2(x) + λ3p3(x) = 0R2[x] = 0 + 0x+ 0x2.

΄Εχουµε

λ1p1(x) + λ2p2(x) + λ3p3(x) = 0R2[x]

⇔ λ1(−x2 − 2x+ 1) + λ2(2x
2 + 2x− 2) + λ3(−4x2 + 2x+ 4) = 0R2[x]

⇔ x2(−λ1 + 2λ2 − 4λ3) + x(−2λ1 + 2λ2 + 2λ3) + (λ1 − 2λ2 + 4λ3) = 0R2[x]

η οποία τελευταία σχέση είναι ισοδύναµη µε το σύστηµα

−λ1 + 2λ2 − 4λ3 = 0

−2λ1 + 2λ2 + 2λ3 = 0

λ1 − 2λ2 + 4λ3 = 0

το οποίο είναι ισοδύναµο (αϕού η πρώτη εξίσωση είναι ίδια µε τον τρίτη) µε το

λ1 − 2λ2 + 4λ3 = 0

−λ1 + λ2 + λ3 = 0

το οποίο δεν έχει µόνο την τετριµµένη λύση, άρα τα πολυώνυµα ειναι γραµµικώς
εξαρτηµένα. Το γεγονός αυτό αντανακλάται από το ότι το p3 είναι γραµµικός
συνδυασµός των p1, p2 :

p3(x) = λp1(x) + µp2(x)

⇔ −4x2 + 2x+ 4 = λ(−x2 − 2x+ 1) + µ(2x2 + 2x− 2)

⇔ −4x2 + 2x+ 4 = x2(−λ+ 2µ) + x(−2λ+ 2µ) + (λ− 2µ)
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η οποία σχέση είναι ισοδύναµη µε το σύστηµα

−λ+ 2µ = −4

−2λ+ 2µ = 2

λ− 2µ = 4

Λύνοντας το σύστηµα αυτό (το οποίο έχει µοναδική λύση) παίρνουµε οτι λ =
2, µ = −1.

4. Θα δείξουµε οτι τα διανύσµατα v1 := (4, 0, 2), v2 := (1, 3,−2), v3 := (2,−6, 6)
του R3 είναι γραµµικώς εξαρτηµένα.

΄Εστω λ1, λ2, λ3 ∈ R τέτοια ώστε

λ1u1 + λ2u2 + λ3u3 = 0.

Τότε, η τελευταία σχέση είναι ισοδύναµη µε το σύστηµα

4λ1 + λ2 + 2λ3 = 0

3λ2 − 6λ3 = 0

2λ1 − 2λ2 + 6λ3 = 0

Λύνοντας το πιο πάνω σύστηµα, ϐλέπουµε οτι έχει µη µηδενικές λύσεις, εποµέ-
νως, τα v1, v2, v3 είναι γραµµικώς εξαρτηµένα.
Αϕού τα διανύσµατα είναι γραµµικώς εξαρτηµένα, κάποια από αυτά ϑα εί-
ναι γραµµικός συνδυασµός των άλλων. Παρατηρούµε οτι v3 = (2,−6, 6) =
(4, 0, 2)− 2(1, 3,−2) = v1 − 2v2.

5. Θεωρούµε τα πολυώνυµα P, P1, P2, P3 ∈ R2[x] µε P (x) := −3+4x+x2, P1(x) :=
5− 2x+ x2, P2(x) := −3x+ 2x2 και P3(x) := 3 + x. Θα εκϕράσουµε το P ως
γραµµικό συνδυασµό των P1, P2, P3.

P (x) = λ1P1(x) + λ2P2(x) + λ3P3(x) ⇔
⇔ x2 + 4x− 3 = x2(λ1 + 2λ2) + x(−2λ1 − 3λ2 + 3λ3) + 5λ1 + 3λ3

⇔


λ1 + 2λ2 = 1

−2λ1 − 3λ2 + 3λ3 = 4

5λ1 + 3λ3 = −3

.

Λύνοντας το τελευταίο σύστηµα, ϐρίσκουµε

λ1 = −3, λ2 = 2, λ3 = 4.

΄Ασκηση 3 ΄Εστω u, v ∈ R3. Τότε, τα u και v είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν και µόνο
αν u× v ̸= (0, 0, 0).

Λύση ΄Εστω οτι τα u = (u1, u2, u3) και v = (v1, v2, v3) είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.
Υποθέτουµε οτι u× v = (0, 0, 0). Αλλά,

u× v = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1u2 − u2v1).
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Τότε, u2v3 = u3v2, u3v1 = u1v3, u1u2 = u2v1. Αν το u ̸= (0, 0, 0), τότε κάποιο από
τα u1, u2, u3 είναι ̸= 0. ΄Εστω ότι u1 ̸= 0. Τότε, v3 = u3v1

u1
, u2 = u2v1

u1
. ΄Ετσι,

(v1, v2, v3) =
v1
u1

(u1, u2, u3),

δηλ. τα u και v είναι γραµµικώς εξαρτηµένα, άτοπο.

Για το αντίστροϕο, υποθέτουµε οτι u × v ̸= 0 και ϑα δείξουµε οτι τα u και v είναι
γραµµικώς ανεξάρτητα. ΄Εστω λοιπόν λ1u + λ2v = (0, 0, 0), για κάποια λ1, λ2 ∈ R.
Τότε,

(λ1u+ λ2v)× u = 0× u = (0, 0, 0)

⇒ λ1u× u+ λ2(v × u) = (0, 0, 0)

u×u=(0,0,0)⇒ λ2(v × u) = (0, 0, 0)

u×v ̸=(0,0,0)⇒ λ2 = 0.

Οµοίως,

(λ1u+ λ2v)× v = 0× u = (0, 0, 0)

⇒ λ1u× v + λ2(v × v) = (0, 0, 0)

v×v=(0,0,0)⇒ λ1(u× v) = (0, 0, 0)

u×v ̸=(0,0,0)⇒ λ1 = 0.

΄Ετσι, τα u και v είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

΄Ασκηση 4 Σε ένα διανυσµατικό χώρο µε εσωτερικό γινόµενο (V, ⟨, ⟩) ισχύει η τριγωνική
ανισότητα :

∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ ∀u, v ∈ V.

Λύση Για u, v ∈ V έχουµε

∥u+ v∥2 = ⟨u+ v, u+ v⟩ = ∥u∥2 + ⟨u, v⟩+ ⟨v, u⟩+ ∥v∥2

≤ ∥u∥2 + 2|⟨u, v⟩|+ ∥v∥2 ≤ ∥u∥2 + 2∥u∥∥v∥+ ∥v∥2 (Cauchy − Schwarz)

= (∥u∥+ ∥v∥)2 .

Επίσης, ισχύει η αντίστροϕη τριγωνική ανισότητα:

|∥u∥ − ∥v∥| ≤ ∥u− v∥, ∀u, v ∈ V.

Λύση Για u, v ∈ V έχουµε (από την τριγωνική ανισότητα)

∥u∥ = ∥u− v + v∥ ≤ ∥u− v∥+ ∥v∥ ⇒ ∥u∥ − |v∥ ≤ ∥u− v∥
και

∥v∥ = ∥v − u+ u∥ ≤ ∥v − u∥+ ∥u∥ ⇒ ∥v∥ − ∥u∥ ≤ ∥u− v∥.

Το συµπέρασµα έπεται.

΄Ασκηση 5 Να λυθεί το σύστηµα

x+ 3y + 6z = 25

2x+ 7y + 14z = 58

2y + 5z = 19
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Λύση Ο πίνακας των συντελεστών του συστήµατος είναι ο

A =

 1 3 6
2 7 14
0 2 5


και αν

B =

 25
58
19

 και x =

 x
y
z

 ,

το σύστηµα γράϕεται στη µορϕή AX = B. ΄Εχουµε:

(A|B) =

 1 3 6
2 7 14
0 2 5

∣∣∣∣∣∣
25
58
19

 r2→r2−2r1→

 1 3 6
0 1 2
0 2 5

∣∣∣∣∣∣
25
8
19


r3→r3−2r2→

 1 3 6
0 1 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
25
8
3

 .

Το ισοδύναµο σύστηµα που προκύπτει είναι το

x+ 3y + 6z = 25

y + 2z = 8

z = 3

Το σύστηµα έχει µοναδική λύση, την (x, y, z) = (1, 2, 3).

΄Ασκηση 6 Να λυθεί το σύστηµα

x+ 2y + 3z = 0

2x+ y + z + 2w = 0

4x+ 5y + 7z + 2w = 0

Λύση Αϕού το πλήθος των αγνώστων είναι µεγαλύτερο από το πλήθος των εξισώσεων,
το σύστηµα έχει µη τετριµµένες λύσεις. Ο πίνακας των συντελεστών του συστήµατος
είναι ο

A =

 1 2 3 0
2 1 1 2
4 5 7 2

 .

Αν x =


x
y
z
w

 , τότε το σύστηµα γράϕεται ως AX = 0. Κάνοντας γραµµοπράξεις

στον πίνακα A ϑα καταλήξουµε σε έναν (ισοδύναµο) κλιµακωτό πίνακα A′ ο οποίος
ϑα µας δώσει ένα ισοδύναµο µε το αρχικό σύστηµα, το A′x = 0 :

A =

 1 2 3 0
2 1 1 2
4 5 7 2

 r3→r3−2r1→

 1 2 3 0
2 2 1 2
0 3 5 −2


r2→r2−2r1→

 1 2 3 0
0 −3 −5 2
0 3 5 −2

 r3→r3+r2→

 1 2 3 0
0 −3 −5 2
0 0 0 0


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r3→− 1
3 r3→

 1 2 3 0
0 1 5

3 −2
3

0 0 0 0


Ο τελευταίος πίνακας δίνει το ισοδύναµο σύστηµα

x+ 2y + 3z = 0 ⇒ x = −2y − 3z

y +
5

3
z − 2

5
w = 0 ⇒ y = −5

3
z +

2

5
w

⇔ x =
z

3
− 4

5
w

y = −5

3
z +

2

5
w

Ελεύθερες µεταβλητές είναι οι z, w και ϐασικές οι x, y. ΄Αρα, οι λύσεις είναι της µορϕής
( z3 − 4

5w,−
5
3z +

2
5w, z, w), z, w ∈ R.
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