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Προτεινόμενες Λύσεις 

Μέρος Α' 

1.  

 𝜶   𝟒𝒙𝟑 + 𝒙 𝒅𝒙  =   𝒙𝟒 +
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒄  

 𝜷   𝟐𝒙𝟐 −  𝒙𝟐
𝟑

+
𝟏

 𝒙
 𝒅𝒙  =   

𝒙𝟑

𝟑
−
𝟑

𝟓
𝒙
𝟓
𝟑 + 𝟐 𝒙 + 𝒄  

2.  

 𝜶   𝜏𝜀𝜇2𝑥 − 𝜎𝜐𝜈 2𝑥  𝑑𝑥 =  𝜏𝜀𝜇2𝑥𝑑𝑥 − 𝜎𝜐𝜈 2𝑥 𝑑𝑥 = 𝜺𝝋𝒙 −
𝟏

𝟐
𝜼𝝁𝒙 + 𝒄 

 𝜷  𝜂𝜇3 𝑥 ∙ 𝜎𝜐𝜈 𝑥 𝑑𝑥 =  𝜂𝜇3 𝑥 𝑑 𝜂𝜇 𝑥   

𝜂𝜇 𝑥 = 𝑢 =  𝑢3 ∙ 𝑑𝑢 =
𝜼𝝁𝟒 𝒙 

𝟒
+ 𝒄 

3.  

 
 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥 − 3𝑥

 1 − 𝑥2
𝑑𝑥 =  

 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥

 1 − 𝑥2
𝑑𝑥 − 3 

𝑥

 1 − 𝑥2
 

Για το 

𝛪1 =  
 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥

 1 − 𝑥2
𝑑𝑥 

θέτουμε 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥 = 𝑢 ⇒ 𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

 1−𝑥2
 και αρα 

𝛪1 =   𝑢𝑑𝑢 =
2

3
𝑢

3
2 + 𝑐 =

2

3
 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇𝑥 

3
2 + 𝑐1 

και για το 

𝛪2 =  
𝑥

 1 − 𝑥2
𝑑𝑥 

θέτουμε 1 − 𝑥2 = 𝑢 ⇒ 𝑑𝑢 = −2𝑥𝑑𝑥 ⇒ −
1

2
𝑑𝑢 = 𝑥𝑑𝑥  και αρα 

𝛪2 =  
𝑥

 1 − 𝑥2
𝑑𝑥 = − 

𝑑𝑢

2 𝑢
= − 𝑢 + 𝑐 = − 1 − 𝑥2 + 𝑐2 

και αρα, 

 
 𝝉𝝄𝝃𝜼𝝁𝒙 − 𝟑𝒙

 𝟏 − 𝒙𝟐
𝒅𝒙 =

𝟐

𝟑
 𝝉𝝄𝝃𝜼𝝁𝒙 

𝟑
𝟐 − 𝟑 𝟏 − 𝒙𝟐 + 𝐜  

4.  

   𝒙𝟓 ∙ 𝐥𝐧 𝒙𝒅𝒙 =   
𝑥6

6
 

′

∙ ln 𝑥 𝑑𝑥 
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 = 
𝑥6

6
∙ ln 𝑥 −

1

6
 𝑥6 ∙  ln 𝑥 ′ 𝑑𝑥 = 

𝑥6

6
∙ ln 𝑥 −

1

6
 𝑥6 ∙

1

𝑥
𝑑𝑥 

 = 
𝑥6

6
∙ ln 𝑥 −

1

6
 𝑥5 𝑑𝑥 = 

𝒙𝟔

𝟔
 𝐥𝐧 𝒙 −

𝟏

𝟔
 + 𝒄 

5.  

𝜤 =  
𝒙 + 𝟖

𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟏𝟎
𝒅𝒙 =  

𝑥 + 3 + 5

𝑥2 + 6𝑥 + 10
𝑑𝑥 =  

𝑥 + 3

𝑥2 + 6𝑥 + 10
𝑑𝑥 + 5 

𝑑𝑥

𝑥2 + 6𝑥 + 10
 

Κατα μέρη = 
1

2
 
𝑑 𝑥2 + 6𝑥 + 10 

𝑥2 + 6𝑥 + 10
+ 5 

𝑑𝑥

 𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 1
 

𝑥2 + 6𝑥 + 10 > 0,∀𝑥 ∈ ℝ = 
1

2
ln 𝑥2 + 6𝑥 + 10 + 5 

𝑑𝑥

 𝑥 + 3 2 + 1
 

 = ln   𝑥2 + 6𝑥 + 10 + 5 
𝑑 𝑥 + 3 

 𝑥 + 3 2 + 1
 

 = 𝐥𝐧   𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟏𝟎 + 𝟓𝝉𝝄𝝃𝜺𝝋 𝒙 + 𝟑 + 𝒄 

 

Μέρος Β' 

1. (α) Θα  υπολογίσουμε το αόριστο ολοκλήρωμα 

 
1

𝑥2 4 − 𝑥2
𝑑𝑥 

Θεωρούμε την αντικατάσταση 𝑥 𝜃 = 2𝜂𝜇𝜃 ⇒ 𝑑𝑥 = 2𝜎𝜐𝜈𝜃𝑑𝜃 και 𝜂𝜇𝜃 =
𝑥

2
  έχουμε 

𝜎𝜐𝜈2𝜃 = 1 − 𝜂𝜇2𝜃 ⇒ 𝜎𝜐𝜈𝜃 =  1 − 𝜂𝜇2𝜃 =  1 −  
𝑥

2
 

2

=
1

2
 4 − 𝑥2 , αφού 𝜎𝜐𝜈𝜃 > 0 στο  −

𝜋

2
,
𝜋

2
 . Συνεπώς, 

Συνεπώς, 

 
𝟏

𝒙𝟐 𝟒 − 𝒙𝟐
𝒅𝒙 =  

𝟐𝝈𝝊𝝂𝜽𝒅𝜽

𝟒𝜼𝝁𝟐𝜽𝟐𝝈𝝊𝝂𝜽
=
𝟏

𝟒
 

𝒅𝜽

𝜼𝝁𝟐𝜽
=
𝟏

𝟒
 𝝈𝝉𝜺𝝁𝟐𝜽𝒅𝜽 = −

𝝈𝝋𝜽

𝟒
+ 𝒄 = −

 𝟒 − 𝒙𝟐

𝟒𝒙
+ 𝒄  

 

(β) Θα  υπολογίσουμε το αόριστο ολοκλήρωμα 

 
8

3 + 5𝜂𝜇 2𝑥 
𝑑𝑥 = 8 

𝑑𝑥

3 + 5𝜂𝜇 2𝑥 
 

Θεωρούμε την αντικατάσταση 𝑡 = 𝜀𝜑𝑥 ⇒ 𝑥 𝑡 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑡 ⇒ 𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

1+𝑡2. Επίσης, 

𝜂𝜇 2𝑥 =
2𝜀𝜑𝑥

1 + 𝜀𝜑2𝑥
=

2𝑡

1 + 𝑡2
 

και αρα 
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𝟖𝒅𝒙

𝟑 + 𝟓𝜼𝝁 𝟐𝒙 
= 8 

𝑑𝑡
1 + 𝑡2

3 + 5
2𝑡

1 + 𝑡2

= 8 
𝑑𝑡

3𝑡2 + 10𝑡 + 3
 

 

= 8 
1

8
 

3

3𝑡 + 1
−

1

𝑡 + 3
 𝑑𝑡 =   

3

3𝑡 + 1
−

1

𝑡 + 3
 𝑑𝑡 

 

=  ln 3𝑡 + 1 − ln 𝑡 + 3  + 𝑐 = ln  
3𝑡 + 1

𝑡 + 3
 + 𝑐 = 𝐥𝐧  

𝟑𝜺𝝋𝒙 + 𝟏

𝜺𝝋𝒙 + 𝟑
 + 𝒄 

2.  (α) Για 𝑛 ≥ 3, 

𝜤𝒏 =  𝜀𝜑𝑛𝑥 𝑑𝑥 =  𝜀𝜑𝑛−2𝑥 𝜏𝜀𝜇2𝑥 − 1 𝑑𝑥 =  𝜀𝜑𝑛−2𝑥 ∙ 𝜏𝜀𝜇2𝑥𝑑𝑥 −  𝜀𝜑𝑛−2𝑥𝑑𝑥 

 𝜀𝜑𝑥 ′ = 𝜏𝜀𝜇2𝑥 =  𝜀𝜑𝑛−2𝑥 ∙ 𝑑 𝜀𝜑𝑥 − 𝛪𝑛−2 

 = 
𝟏

𝒏 − 𝟏
𝜺𝝋𝒏−𝟐𝒙 − 𝜤𝒏−𝟐 

(β) Για 𝑛 = 6, 

𝛪6 =  𝜀𝜑6𝑥 𝑑𝑥 =  𝜀𝜑4𝑥 ∙ 𝜀𝜑2𝑥 𝑑𝑥 =  𝜀𝜑4𝑥 ∙  𝜏𝜀𝜇2𝑥 − 1 𝑑𝑥 

 =  𝜀𝜑4𝑥 ∙ 𝜏𝜀𝜇2𝑥𝑑𝑥 −  𝜀𝜑4𝑥𝑑𝑥 

 𝜀𝜑𝑥 ′ = 𝜏𝜀𝜇2𝑥 = 
1

5
𝜀𝜑5𝑥 − 𝛪4 

και για το 𝛪4 ακολουθούμε την ίδια διαδικασία: 

𝛪4 =  𝜀𝜑4𝑥𝑑𝑥 =  𝜀𝜑2𝑥 ∙ 𝜀𝜑2𝑥𝑑𝑥 =  𝜀𝜑2𝑥 ∙  𝜏𝜀𝜇2𝑥 − 1 𝑑𝑥 

 =  𝜀𝜑2𝑥 ∙ 𝜏𝜀𝜇2𝑥𝑑𝑥 −  𝜀𝜑2𝑥𝑑𝑥 

 𝜀𝜑𝑥 ′ = 𝜏𝜀𝜇2𝑥 = 
1

2
𝜀𝜑3𝑥 − 𝛪2 

και τέλος, για το 𝛪2: 

𝛪2 =  𝜀𝜑2𝑥𝑑𝑥 =   𝝉𝜺𝝁𝟐𝒙 − 𝟏 𝒅𝒙 = 𝜺𝝋𝒙 − 𝒙 + 𝒄𝟏 

και αρα 

𝜤𝟔 =
𝟏

𝟓
𝜺𝝋𝟓𝒙 −

𝟏

𝟐
𝜺𝝋𝟑𝒙 + 𝜺𝝋𝒙 − 𝒙 + 𝒄  


