
Ορισµός 0.0.1 Στο Cn, ϑέτουµε

η(z) :=
n∑

j=1

(−1)j+1zjdz1 ∧ . . . ∧ (j) ∧ . . . ∧ dzn,

όπου µε (j) εννοούµε οτι απουσιάζει ο όρος zj . Η ∆ιαφορική Μορφή η λέγεται ∆ι-
αφορική Μορφή Leray και η σηµασία της ϑα ϕανεί µέσω των επόµενων παρατηρή-
σεων:

η(z) =
n∑

j=1

(−1)j+1zjdz1 ∧ . . . ∧ (j) ∧ . . . ∧ dzn

⇒ dη(z) = d




n∑

j=1

(−1)j+1zjdz1 ∧ . . . ∧ (j) ∧ . . . ∧ dzn




=
n∑

j=1

(−1)j+1dzj ∧ dz1 ∧ . . . ∧ (j) ∧ . . . ∧ dzn

=
n∑

j=1

dz1 ∧ . . . ∧ dzj ∧ . . . ∧ dzn

= ndz1 ∧ dz2 ∧ . . . ∧ dzn

και ϑέτοντας w(z) := dz1 ∧ dz2 ∧ . . . ∧ dzn, η τελευταία σχέση γράφεται

η(z) = nw(z).

Εντελώς ανάλογα, ϐλέπουµε οτι

η(z) = nw(z),

δηλ. dη(z) = ∂η(z) = nw(z). Τώρα, για κάθε z0 ∈ Cn και για κάθε r > 0, από
το Θεώρηµα του Stokes έχουµε

∫

∂B(z0,r)
η(z) ∧ w(z) =

∫

B(z0,r)
d[η(z) ∧ w(z)]

=
∫

B(z0,r)
[∂η(z)] ∧ w(z)

= n

∫

B(z0,r)
w(z) ∧ w(z).

΄Οµως,
∫

B(z0,r)
w(z) ∧ w(z) = r2n

∫

B(0,1)
w(z) ∧ w(z)

= r2n

∫

B(0,1)
(−1)(

n
2)(dz1 ∧ dz1) ∧ . . . ∧ (dzn ∧ dzn)

= (−1)(
n
2)r2n(2i)n

∫

B(0,1)
dV ol(z)

= (−1)
n2−n

2 · r2n · (2i)n · V ol(B(0, 1)).
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0.0.1 Ο τύπος των Bochner-Martinelli

Θεώρηµα 0.0.1 ΄Εστω Ω ⊂ Cn ένα ανοικτό σύνολο µε C1 σύνορο. ΄Εστω επίσης
f ∈ C1(Ω). Τότε, για κάθε z ∈ Ω ισχύει

f(z) =
1

nW (n)

∫

∂Ω

f(ζ)η(ζ − z) ∧ ω(ζ)
|ζ − z|2n

− 1
nW (n)

∫

Ω

∂f(ζ)
|ζ − z|2n

∧ η(ζ − z)∧ω(ζ)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
΄Εστω z ∈ Ω σταθεροποιηµένο και ε > 0 τέτοιο ώστε 0 < ε < dist(z, ∂Ω). ΄Εστω

Ωε := {ζ ∈ Ω : |ζ − z| > ε} = Ω \ B(z, ε).

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα του Stokes στο Ωε, στη µορφή

u(ζ) :=
f(ζ)η(ζ − z) ∧ ω(ζ)

|ζ − z|2n
,

παίρνουµε ∫

∂Ω
u(ζ)−

∫

∂B(z,ε)
u(ζ) =

∫

Ωε

d(u(ζ)). (1)

΄Οµως,

d(u(ζ)) = ∂u(ζ) + ∂u(ζ) = ∂u(ζ)

=
∂f(ζ) ∧ η(ζ − z) ∧ ω(ζ)

|ζ − z|2n
+ f(ζ) ·




n∑

j=1

∂

∂ζj

(
ζj − zj

|ζ − z|2n

)
ω(ζ) ∧ ω(ζ)(2)

(3)

΄Οµως,
∂

∂ζj

(
ζj − zj

|ζ − z|2n

)
=

1
|ζ − z|2n

− n
|ζj − zj |2
|ζ − z|2n+2

,

[αφού] άρα,

n∑

j=1

∂

∂ζj

(
ζj − zj

|ζ − z|2n

)
= n

1
|ζ − z|2n

− n
n∑

j=1

|ζj − zj |2
|ζ − z|2n+2

= 0.

Συνεπώς η (2) γίνεται

d(u(ζ)) =
∂f(ζ) ∧ η(ζ − z) ∧ ω(ζ)

|ζ − z|2n
.

Αντικαθιστώντας λοιπόν στην (1), έχουµε
∫

∂Ω
u(ζ)−

∫

∂B(z,ε)
u(ζ) =

∫

Ωε

∂f(ζ) ∧ η(ζ − z) ∧ ω(ζ)
|ζ − z|2n

.



3

Ακολούθως
∫

∂B(z,ε)
u(ζ) = f(z)

∫

∂B(z,ε)

η(ζ − z) ∧ ω(ζ)
|ζ − z|2n

+
∫

∂B(z,ε)

(f(ζ)− f(z))η(ζ − z) ∧ ω(ζ)
|ζ − z|2n

.

Αφού |f(ζ)−f(z)| < C|ζ−z|, και κάθε όρος της η(ζ−z) έχει έναν παράγοντα από
κάποιο (ζj − zj), έπεται οτι στο δεύτερο ολοκλήρωµα η ολοκληρωτέα συνάρτηση
είναι της τάξεως του |ζ − z|−2n+2 ≈ ε−2n+2 και αφού το χωρίο πάνω στο οποίο
γίνεται η ολοκλήρωση έχει εµβαδόν≈ ε−2n+2, έπεται οτι

∫

∂B(z,ε)

(f(ζ)− f(z))η(ζ − z) ∧ ω(ζ)
|ζ − z|2n

ε→0+−→ 0.

Επίσης, από το Λήµµα έχουµε οτι
∫

∂B(z,ε)

η(ζ − z) ∧ ω(ζ)
|ζ − z|2n

= ε−2nf(z)
∫

∂B(z,ε)
η(ζ − z) ∧ ω(ζ)

= nε−2nf(z)
∫

∂B(z,ε)
ω(ζ) ∧ ω(ζ)

= nW (n)f(z).

Τέλος, αφού η∂f είναι ϕραγµένη και η παράσταση
∣∣∣ η(ζ−z)
|ζ−z|2n

∣∣∣ είναι της τάξεως

του |ζ − z|−2n+1, έπεται οτι το
∫
Ωε

∂f(ζ)∧η(ζ−z)∧ω(ζ)
|ζ−z|2n συγκλίνει απόλυτα καθώς το

ε → 0 + .
΄Επεται λοιπόν οτι

f(z) =
1

nW (n)

∫

∂Ω

f(ζ)η(ζ − z) ∧ ω(ζ)
|ζ − z|2n

− 1
nW (n)

∫

Ω

∂f(ζ)
|ζ − z|2n

∧η(ζ−z)∧ω(ζ).

Πόρισµα 0.0.1 ΄Εστω Ω ⊂ Cn ϕραγµένο µε C1 σύνορο και f ∈ C1(Ω) µε ∂f = 0
στο Ω. Τότε,

f(z) =
1

nW (n)

∫

∂Ω

f(ζ)η(ζ − z) ∧ ω(ζ)
|ζ − z|2n

. (4)

Παρατηρήσεις
1. Για n = 1, η (4) γίνεται

f(z) =
1

2πi

∫

∂Ω

f(ζ)
ζ − z

,

ο οποίος είναι ο Ολοκληρωτικός τύπος του Cauchy στη µια µεταβλητή. Αυτό είναι
εντελώς αναµενόµενο, γιατι η υπόθεση ∂f = 0 είναι οι εξισώσεις C-R.

2. Ο πυρήνας Cauchy (:η z 7→ 1/(ζ − z)) είναι ολόµορφη συνάρτηση ως προς
z. Το γεγονός αυτό µας επιτρέπει να κατασκευάζουµε ολόµορφες συναρτήσεις
ολοκληρώνοντας τον πυρήνα αυτό ως προς κάποιο µέτρο. Τα πράγµατα αλλάζουν
όµως στις πολλές µεταβλητές :ο αντίστοιχος πυρήνας

1
|ζ − z|2n
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δεν είναι ολόµορφος, παρόλο που στο προηγούµενο πόρισµα ϐλέπουµε οτι δηµιουργεί
ολόµορφες (δηλ. ∂-κλειστές) συναρτήσεις. Η ∆.Μ.

η(ζ − z) ∧ ω(ζ)
|ζ − z|2n

είναι ∂-κλειστή ως προς z (z 6= ζ), αλλά όπως είπαµε δεν είναι ολόµορφη (ως
προς z). ∆ηλ. αυτή είναι µια ∂-κλειστή ∆.Μ. µακριά απ΄το σηµείο που υπαρχει η
ανωµαλία, οι συντελεστές της όµως δεν είναι ολόµορφες συναρτήσεις.

3. Από το τελευταίο πόρισµα συµπεραίνουµε οτι µια ∂-κλειστή συνάρτηση εί-
ναι C∞ αφού µπορούµε να παραγωγίσουµε κάτω απ΄το ολοκλήρωµα όσες ϕορές
ϑέλουµε.


